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प्रस्तावना 


यह पुस्तक मेरी इसी विषय की अंग्र जी पुस्तक के आधार पर 
लिखी गई है। प्रत्येक लेखक को पुस्तक लिखने के लिये कोई बहाना 
देना पड़ता है। परन्तु हिन्दी में तो वैज्ञानिक पुस्तकों कौ इतनी कमी 
है कि किसी बहाने की आवश्यकता ही नहीं है । जहाँ तक मुमे पता 
है कम से कम “ठोस ज्यामिति' पर तो हिन्दी में कोई पुस्तक है ही 
नहीं जिसमें इन्टरमीजियेट के पाव्य-क्रम का समावेश हो | 

इस पुस्तक में केवल वे ही साध्य रखे गये हैँ जिनके बिना विद्यार्थी 
का काम चल ही नहीं सकता। एक भी साध्य ऐसा नहीं दिया गया है 
जो इन्टरमीजियेट के विद्यार्थियों के लिये अनावश्यक हो | कही-कही 
पर इन्टरमीजियेट के पाव्य-क्रम में साध्य रखे ही नही जाते। ठोस 
ज्यामिति की शिक्षा ठोसों से ही आरम्भ होती है । भेरा यह बिचार है 
कि इस प्रणाली से विद्या्थियो को विधय का स्पष्ट ज्ञान कटापि नहीं 
हो सकता | ठोसों की शिक्षा से पहले सरल रेखाओं और समतलों के 
साध्यों का अध्ययन नितान्त आवश्यक है | 

इस पुस्तक में मैंने चित्रों का प्रचुर प्रयोग किया है। कभी-कभी 
तो एक ही ठोस की भिन्न-भिन्न स्थितियों के दो दो और तोन-तीन 
चित्र दिये हैं | किसी प्रश्न को हल करने से पहले उसका एक स्पष्ट 


चित्र बनाना आवश्यक है। कभी-कभी तो चित्र के देखते ही उसके 
'. हल करने की विधि ध्यान में त्रा जाती है । 


( ४) 
प्रशश अधिकतर भिन्न-मिन्न विश्वविद्यालयों के प्रश्न पत्रों से 
लिए हैं, ताकि विद्यार्थी उनमें वास्तविक रुचि ले । 
इस पुस्तक का अधिकाश प्रूफ-संशोधन भ्रीयुत्‌ श्री प्रकाश बी० 
एस-सी० ने किया है जिसके लिये में उनका कृतज्ञ हूँ | 
जो सजन इस पुस्तक की चुटियों की ओर मेरा ध्यान आकर्षित 
करेंगे अथवा कोई सशोधन सुकरायेंगे उनका मैं अनुगण्हीत हूँगा। 
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विषय प्रवेश 


१--बिन्दु में स्थिति होती है, परिमाण नहीं होता । उसमें लम्बाई, 
चौड़ाई अथवा मोटाई नहीं होती। अस्त, बिन्दु मे कोई घात नहीं 
होता | 

रेल्ना मे लम्बाई होती है, चौड़ाई या मोटाई नही होती । अस्थु, 
रेखा मे एक घात होता है | है 

रेखायें बिन्दुओं से बनती हैं और एक दूसरे को बिन्दुओं पर 
काटती हैं । 

तल में लम्बाई, चौड़ाई होती है, मोठाई नहीं होती | अस्ठु, तल 
में दो घात होते हैं । 

तल रेखाओ से घिरे होते हैं और रेखाओं पर एक दूसरे को काटते 
हैं। रेखाये और तल परस्पर बिन्दुओं पर काटते हैं । 

ठोस में लम्बाई, चौड़ाई और मोदाई होती है। अस्त, ठोस में 
तीन घात होते हैं। 

ठोस तलों से घिरे होते हैं और परस्पर तलों पर काठते हैं| 

२--समतल ऐसा तल होता है कि यदि उस पर कोई दो बिन्दु लिये 
जायें तो उनको मिलानेवाली सरल रेखा, पूरी की पूरी, उसी तल पर 
रहेगी । अतः, यह असम्भव हे कि एक सरल रेखा का थोड़ा सा भाग 
एक समतल पर हो, और शेष भाग दूसरे पर । 


न [ ठोस ज्यामिति 


सरल रेखाये जो एक ही समतल पर खिंची हो अथवा जिनमें से 
एक समतल खीचा जा सके, समतलरूथ कहलाती हैं । 

दो समतलस्थ सरल रेखायें या तो एक दूसरे को कार्टेगी या समा- 
नान्‍्तर होंगी | 

, सरल रेखायें जिनमें से:कोई संम्रेतंल,नहीं खींचा जा सकता, कुटिल 

कहलाती हैं। कुटिल रेखाये न तो काटती हैं न समानान्तर होती हैं। 

अतः, दो रेखाये 

या तो (क ) एक दूसरे को काटी 
या ( ख ) समानान्तर होंगी,५. ५, , 
, या[ग़) कुटिल होंगी । 

अतएव, यदि हम समानान्‍्तर सरल रेखाओं की यह परिभाषा दे' 

कि “दो रेखाये जो कितनी भी बढ़ाये जाने पर न मिलें, समानान्तर 


कहलाती हैं? तो वह परियाप्त न होगी। दो सरल रेखायेतभी समा 
नान्‍्तर कहलाग्रेगी जब कि--- 


( के ) दोनों समतलस्थ हों, 
और ( ख ) दोनों चाहे जितनी 
बढाई जायें, कभी न मिले। छ 


रेखाओं के समानान्‍्तर होने 
के लिये दोनों शर्तें अनिवार्य हैं। 


मान लो कि (क ख गण ् 
चछुजभे) किसी कमरे का 
चित्र है।' रेखायें कच, क थे मिलती हैं| ल्‍ 
छू ज, क॑ घ॑ समानान्तर हैं] रेखायें ग॑ ज, क घ कुटिल हैं. इक, 
मकार क' ख, घ के भी कुटिल हैं। 





विषय अवेश ] न्‍] 


मान ले कि य र, ल् व दो कुटिल रेखाये हैं। तो रेखाये य ल, 
र व्‌ भी कुटिल होगी, क्योकि यदि ये रेखाये समतलस्थ हों तो बिन्दु 


य, लें, बच; श्‌ सम- 20 डे र' हु 
तलस्थ होंगे, अस्त हनी, 
रेखायें य र, ले व सम- हि आप 
तलस्थ हो जायेंगी । पी] ४ का 
एक चतु्भुज जिसके यु ! ॥ हट 
चारों शीष समतलस्थ / हे "प्रा ०५७ 
नहों, कुटिल चतु-  / ' 
भृंज कबलाता है। ला” 5 
यदि किसी समतल चित्र २ 


चतुर्भज को विकर्ण पर मोड़े तो कुटिल चतुभुंज बन जायगा | 
३--सरल रेखाओं की लम्बाई अपरिमित होती है और समतलो 
का विस्तार अ्रपरिमित हॉता है। 


एक सरल रेखा और एक समतल खमानान्तर कहलाते हैं यदि 
उन दोनो को जितना चाहे बढ़ाये, तब भी वह न मिले | 
“अस्तु, एक सरल रेखा , और एक समतल में तीन प्रकार का संबंध 
हो सकता है: . + , -, 
- [| क ) सरेल रेखा समतल के समानान्तर हो, अर्थात्‌ दोनों भे एक 
भी बिन्दु सामभी न हो । 
( ख ) सरल रेखा समतल को काठती हो, अर्थात्‌ दोनों में केवल 
एक बिन्दु साकी हो। 
(ग ) सरल रेखा समतलं में ही पड़ी हो, अर्थात्‌ दोनो में असंख्य 
बिन्दु साभी हों । 
चित्र श में रेखा रऋ थे समतल कल छुच के समानान्तर है; 
रेखा च ऋू समतल क ख ग ध के समानान्तर है| रेखा गज समतल 


छठ [ ढोस ज्यामिति 


चहछुजक से बिन्दु ज़ पर मिलती है। रेखा ख ग॒ समतल क ख्र 
गध में पड़ी हे, रेखा ख छु समतल ग ज छु ख में पड़ी है | 

स्पष्ट है कि यदि कोई रेखा किसी समतल के समानान्तर है तो 
वह उस समतल पर पड़ी किसी रेखा से नही मिल सकती | 

एक रेखा एक समतल पर लम्ब या अभिलश्व कहलाती है यदि वह 
ऐसी प्रत्येक रेखा पर लम्ब हे! जो उससे उस समतल मे मिले ) 


एक रेखा जो एक 
समतल से मित्ते पर उस 
पर अभिलम्ब न हो, सम- 
तल पर तियंक कह- 
लाती है | 

४-दों समतल समा- 

नानतर कहलाते है यदि खा 
उनको जितना चाहे -...00..0.-.हनतनतन 
बढाया जाय तो भी वह चित्र ३ 
नमिले। 

चित्र ( १) में समतल क ख ग थ और चछ ज र समानान्तर 
हैं| समतल क ख छु व और ग जञ रू घ भी समानान्तर हैं | 

स्पष्ट है कि यदि दों समतल समानान्तर हैं तो उनमें से किसी एक 
में पड़ी कोई रेखा दूसरे के समानान्तर होगी | 


४--हवय॑ सिद्धियाँ | नह 

(१ ) एक सरल रेखा मे से, या दो निर्दिष्ट बिन्दुओ मे से होकर 
असंख्य समतल खींचे जा सकते हैं। , | 

(२ ) दो छेदक रेखाये किसी एक ही रेखा के समानान्तर नहीं हो 
सकतीं | अस्त, जो रेखाये एक ही रेखा के समानान्तर हों, 
परस्पर भी समानान्तर होंगी। 


विषय प्रवेश ] -५ 


यह फल सुग़मता से निकलता है कि किसी निर्दिष्द रेखा के समा- 
नानतर, किसी निर्दिष्ठ बिन्दु में से एक, और केवल एक ही, रेखा 
खींची जा सकती है | 
(३ ) दो छेदक समतल किसी एक समतल के समानान्तर नहीं हो 
सकते । अर, जो समतल एक ही समतल के समानान्तर हों, 
परस्पर भी समानानन्‍्तर होंगे। 
स्पष्ट है कि किसी निर्दिष्ट समतल के समाना-तर, किसी निर्दिष्ट 
बिन्दु से, एक, और केवल एक ही, समतल खींचा जा सकता है | 
६--समतत्र की सृष्टि 
एक सरल रेखा जों 
(१ ) एक अचल बिन्दु में से होकर जाती है, और एक अचल 
सरल रेखा से मिलती है। 
(२) दो अचल छेदक रेखाओं से मिलती है| 
(३ ) दो अचल समानान्तर रेखाओ से मिलती है । 
( ४ ) एक अचल रेखा पर उसके एक निर्दिष्ट बि-ढु पर लम्ब है। 
(५ ) एक अचल बिन्दु मे से होकर जाती है, और एक निर्दिष्ट 
समतल के समानान्तर है । 
(६ ) दो अचल रेखाओं में से एक से मिलती है और दूसरी के 
समानान्तर है। 
( ७) एक अचल समतल पर लम्ब है और समतल पर पडी एक 
निर्दिष्ट रेखा से मिलती है | 
या (८5) एक अचल समतल के एक ही ओर, उससे निर्दिष्ड दूरी 
पर उसके समानान्तर घूमती है, 
एक समतल की सृष्टि करती है | 
७. स्मरणीय बातें 
श़न-छे या रे १४ 
/रिचत्शध४१३ ४८२२४ 


६ [ बोस ज्यामिति 


/ईचत १छ३ (६८ २४२ 
भुजा क 

एक सम /५ मध्यिका वि नल ४ 

4 २ २ 
एक सम / का क्षेत्रफल ८ थे बट हर 
एक सम ७ में केन्द्रव, अतः केन्द्र, परिकेन्द्र ओर लाम्बिक केन्द्र, 

सब एकागी होते हैं । 

॥ का तात्पर्य है “समानान्तर” या “के समानास्तर है।” 
3 की “लम्ब” या “पर लम्ब है |”? 
१ औंस + ३ छटाक - २३ तोले 
१ घन सेन्टीमीटर पानी की तौल १ ग्राम है | 


१ घन फुट पानी का वज़न १००० औन्‍्स या ६२४ पोण्ड या 
३१ २५ सेर है और घनफल <३ गैलन | 

इस पुस्तक में 'रेखा” से तात्पय 'सरल रेखा? से होगा जब तक कि 
प्रसण मे इसके विरुद्ध स्पष्ठतया न दिया हो | 


साथ्य १] ' ७ 


साथ्य १ 


एक सरल रेखा और उसके बाहर एक बिन्दु में से एक, और 
केवल एक ही, समतल जा सकता है। 





चिनत्न ४ 


मान लो कि क ख निर्दिष्ट रेखा है और भ उसके बाहर निर्दिष्ट 
बिन्दु है । 


तो यह सिद्ध करना है कि क ख और भ में से एक, और केवल एक 
ही, समतल खींचा जा सकता है। 


मान लो कि पफ कोई समतल है जो क ख में से होकर जाता 
है और मान लो किप फ रेखा क ख के चारों ओर घूमता है | धूमते 
समय समतल प्‌ फू असख्य स्थितियों में से होकर जाता है। अस्ु, 
प्‌ फ किसी निर्दिष्ट बिन्दु में से होकर जा सकता है । 


मान लो कि उसकी स्थिति ब भ है जिसमें वह बिन्दु म में होकर 
जाता है। श्रव यह निश्चित, अचल स्थिति होगई, और ऐसी केवल 


एक ही स्थिति है। अस्त, क ख और मे में से केवल एक ही समतल 
जा सकता है। 


हे [ ठोस ज्याम्रिति 


उपताध्य ( १ ) दो छेंदक रेखाशों में से एक, ओर केवल एक ही, 

समतल जा सकता है | 
(२) तीन विन्दुओं में से, जो समरैखिक न हों, एक, और 

केवल एक ही, समतल जा सकता है | 

ऊपर लिखे साध्य और उपसाध्यों से स्पष्ट है कि एक समतल की 
स्थिति निश्चित हो जाती है, यदि यह पता हो कि वह 

(के ) एक सरल रेखा और उसके बाहर एक बिन्दु में से, 

(ख ) दो छेदक रेखाओं मे से, 

(ग) तीन विपम रैखिक बिन्दुओं में से, 

या(घ) दो ॥ रेखाश्रों में से, 
होकर जाता है | 


अभ्यास १ ] * ० है 


अभ्यास ९ 


(१ ) त्रिमुज, समानाभ्ज और समलम्भुज समतल आइतिया हैं । 

(२) यदि एक सरल रेखा दो | सरल रेखाओं को काटे, तो 
तीनों रेखायें समतलस्थ होगी | 

(३ ) एक ऐसी सरल रेखा खीचो जो दो निर्दिष्ट कुटिल रेखाओं 
को काटे | यह कब असम्भव होगा ! 

(४ ) छेदक रेखाओ का एक जोड़ा क्रमशः दूसरे जोड़े के ॥ है । 
यदि पहिलले जोड़े की एक रेखा दूसरे जाड़े की एक रेखा 
के काटे ते चारों रेखाये समतत्लस्थ होंगी । 

( बनारस १६३५ ) 

(५ ) एक लकड़ी का यन्त्र अद्भरेज़ी के [एं के आकार का है। 
उसके तीनों डण्डो में से कितने समतल गुजर सकते हैं 


१० [ ठोस ज्यासित 


साध्य २ 


यदि एक सरल रेखा तीन या अधिक ( क ) बिन्दुगामी रेखाओं या 


भर 








चित्र ६ 


(क ) मान ले कि सरल रेखा क घ॒बिन्दुगामी रेखाओं मे क। में 
झा, म ग, भ घ'*'के क, ख, ग, घ* * “पर काटती है। 


साध्य २] . ११ 


ता यह सिद्ध करना है कि रेखाये क घ, म क, मं ख, मे ग''' 
सब समतलस्थ हैं । 

बिन्दु म, ग ७ म क ख के समतल मे हैं। अस्त, रेखा मग 
७ म क ख के समतल मे हैं। ' ५ 

अर्थात्‌; रेखाये क घ, म क, म ख समतलस्य हैं । 

इसी प्रकार हम रेखाओ म ध' * "के बारे में भी सिद्ध कर सकते हैं। 

(ख ) मान ले कि रेखा प फ, समानान्तर रेखाओं क ख, गे 
घ, चछ "को क, ग, च' ' 'पर कागती है । 

ते यह सिद्ध करना है कि रेखाये प फू, क ख, गघ, च छ *' 
सब समतलस्थ हैं। 

बिन्दु क, ग समानान्तर रेखाओं क ख, ग घ के समतल में हैं । 

अस्त, पूरी रेखा प क ग च फ रेखाओं क ख, ग घ के समतल 
में हैं । 

अर्थात्‌, छेदक रेखाये ग घ, प फ़ रेखाओ क ख, ग॒ घ के सम- 
तल मे हैं| 

फिर, बिन्दु ग, च समानान्तर रेखाश्रों गघ, च छु के समतल 
मे हं। 

अस्त, पूरी रेखा प क ग च फ रेखाओं ग घ, चर छ के समतल 
मे हैं। 

अर्थात्‌, छेदक रेखाये गघ, प्‌ फ रेखाओं गघ, चछ के 
समतल्ष में भी हैं। 

परन्तु, छेदक रेखाओं गघ, पफ में से एक ही समतल जा 
सकता है। 

( साध्य १ उप-साध्य १ ) 
अस्त, रेखाये क रू, ग घ, च छ एक ही समतल में हैं । 
इसी प्रकार और रेखाओं को भी सिद्ध कर सकते हैं | 


१२ [ ठोस म्यामिति 


साध्य ३ 


दो छेदक समतल एक सरक्ष रेखा पर मिलते हैं, और किसी अन्य 
बिन्दु पर नहीं मिलते | 





चित्र ७ 


मान लो कि प फ, ब स दो छेदक समतल हैं। 

तो यह सिद्ध करना है कि यह एक सरल रेखा पर मिलते हैं और 
किसी अन्य बिन्दु पर नहीं मिलते | 

मान लो कि बिन्दु क, ज दोनों समतलों पर स्थित हैं । 

तो पूरी रेखा क ख दोनों समतलों पर स्थित होगी | श्रस्तु, समतल 
रेखा क ख पर मिलते हैं | 

यदि सम्भव हो तो मान लो कि बिन्दु भ रेखा कख के बाहर है 
और दोनों समतलो पर है | तो रेखा क ख और बिन्दु म ( जो उसके 
बाहर है ) में से दो समतल प फ और ब भ युज़र रहे हैं। परन्तु यह 
असम्भव है। अस्त, ऐसा कोई बिन्दु मं दोनों समतलों पर नहीं हो 
सकता जो क ख के बाहर हो | 

श्र्थात्‌ , दोनों समतल रेखा क ख पर मिलते हैं और किसी अन्य 
बिन्दु पर नहीं मिलते | 

परिभाषा--जिस रेखा पर दो समतल मिले, दोनों समतलों की 
साभी रेखा या साक्ती काद या युगल काट कहलाती है । 


अभ्यास २ 5३ 


अभ्यास २ 


/ (१) पुस्तकों को समतल मान कर ऐसे तीन समतलों के 
उदाहरण दो जों--- 
(के ) एक दूसरे के ॥ हों। 
(ख ) एक बिन्दु पर मिले | 
(ग ) एक सरल रेखा पर मिलें। 
(घ) दो ॥ रेखाओं पर मिले | 
(ढ ) तीन | रेखाओं पर मिले | 


(२) यदि तीन समतल एक दूसरे को काटे तो कठान रेखाये या 
तो ॥ होगी या बिन्दुगामी । 


(३ ) म क, स ख, स ग, तीन समतलस्थ, बिन्दुगामी रेखाये हैं 
जिनमे म ग॒ बीच की है । एक सरल रेखा खीचों जो तीनों 
रेखाओं को काटे 
और जिसे मग 
अधियाये | 

[मग मे कोई बिन्दु ग 

लो। गसे मक के | ग ख 
खींचो जो भख से ख्र पर 
मिले। ख को मर ग के भध्य 
बिल्‍्दु प से मिलाओ। खप 
की बढ़ाओं किम्मक से क 
पर मिले। तो कपख ही 
अभीष्ट रेखा होगी । ] 


(४ ) कागज़ को सोड़ने से सदैव सीधी लकीर स्यों चनली है ! 





१४ [ ढोस व्याम्रिति: 


(५ | क्या कंवे के सब ढाँते समतलस्थ होते हैं ? क्यों ! 

(६ ) अपने कमरे के दो विकर्ण खींचों। क्या यह दोनों विकर्ण 
कमरे की उन रेखाओं से समतलस्थ होंगे जिनक्रे तिरों को 
मिलाते हैं 

(७ ) एक सीढ़ी के समस्त डणडे समतलत्य होते हैं | 


साध्य ७ | १६ 


साध्य ४ 


एक सरल रेखा जो दो छेदक रेखाओं पर लम्ब है, उनके समतल 
पर भी लम्ब होगी । 





चिन्न ६ 


मान लो कि ल म, रेखाओ म क, मं ख पर | है। मान लो 
कि मं क, म ख का समतल य र है | 


तो यह सिद्ध करना है कि लम | समतल थ र | 
समतल थ र में बिन्दु मे में से कोई रेखा मं ग खींचो । 


संमतल य र मे एक रेखा क ग ख ऐसी खींचो जो मे क, म ख, 
मं ग ते क, ख, ग॒ पर मिले और जिसे मं ग बिल्दु ग॒ पर अधियाये | 


तन क, ल ख, ल ग॒ को जोड़ो । 
अब लक ख भेत्न क* +ल ख*>5२ (ल ग*+क ग*) 
और / मक ख में सम क* +म ख*>२ (सग+क गः) 
पढने से, (8 ऋू*-म क)+(ल ख*-स ख) 

नूरे (लगरे-मथण") 


१६ [ ढोस ज्यासमिति 


श्र्थात्‌ शलम >२(लग*-सग")) 
श््स्तु लमभ"-+मग'ज्लग 
लगम्म ।] समग। 


परन्तु समतल य र मे भ ग कोई भी रेखा है बिन्दु भ के मध्येन । 

अस्तु, ल म लम्ब है किसी भी रेखा पर जों समतल य र में मे में 
से गुज़रती हो | 

अर्थात लम । समतल य र। 


अभ्यास ३ ] १७ 


अभ्यास रे 


(१) एक बिन्दु मे से एक रेखा तक, जो भ मे से हो कर नही 
जाती, श्रनन्त रेखाएँ खींची गई हैं| यदि एक रेखा सम प 
उन रेखाओं में से दो पर । है तो सिद्ध करो कि वह सब 
पर । होगी। ( बनारस १९१२५ ) 


(२) दो कलम लेकर यह बात दर्शाओं कि यदि एक रेखा किसी 
समतल पर खिंची एक रेखा पर _ है तो यह आवश्यक 
नहीं है कि वह समतल पर भी | हो। 


(३ ) काग़ज़ के समतल पर किसी रेखा क ख में कोई बिन्दु म 
लो। तो तुम मे भे से क ख पर कितने | डाल सकते हों 
( के ) कागज़ पर (ख ) आकाश मे । 


( ४ ) तीन पेन्सिलो को इस प्रकार रकखो कि प्रत्येक शेष दोनों पर 
4 हो। 
सिद्ध करो कि प्रत्येक पेन्सिल शेष दोनो के समतल पर | होगी। 


(५ ) एक सरल रेखा और एक बिन्दु दिये हैं | बिन्दु के मध्येन 
एक समतल खीचो जो सरल रेखा पर | हो । 


पद [ ठोस ज्यामिति 
साध्य ४ 


यदि किसी बाहरी बिन्दु से एक समतल पर लम्ब डाला जाय, और 
लम्ब के पद से समतल पर खिंची किसी रेखा पर लम्ब डाला जाय, तो 
जो रेखा पिछले लम्ब के पद को बाहरी बिन्दु से मिलायेगी, वह समतल 
पर खिंबी रेखा पर भी लम्ब होंगी । 


ल 





चिन्न १० 


. मान लो कि य र एक समतल है, उससे क ख कोई सरल रेखा 
है और ल उसके बाहर कोई बिन्दु है। 

मान लो कि त्व मे लम्ब है समतल थ र पर, और मान लो कि 
इस लम्ब के पद म से क ख पर मय लम्ब डाला गया है जो उस से 
ग पर मिलता है। 


लग को जोड़ो । 

तो यह सिद्ध करना है कि लग | क ख। 
कख पर कोई अ्रन्य बिन्दु ख लो | 

लख, सम ख को जोड़ो । 


साध्य५ ] १६ 


** ल्लरम । समतल य २, 
", बम | मंख शोर मग | 


जअत्तु,ल खो न लमे + मखः 

लगी + संग + खा गे 
लग" + ख गे 

लग। खग। 


॥| 


|॥| 


इस साध्य को “तीन लम्बों का साध्य”” कहते है । 


क्लोमत ; यदि ल मे | समतल थ र, और लग | क ख, 
तोमग। कल। 


अभ्यास ४ 


(१)कखगध एक आयत है जिसमें क ख-१२, खग« 
१ | ख के मध्येन, आकृति के समतल पर ख ८ लम्ब डाला 
गया है। यदि खट-9 तो टकी गध, घक श्रोर 
गक से दूरियाँ निकालो | 


(२ ) एक समतल पर स्थित सरल रेखाये जो एक बाह्य बिल्दु से 
समदूरस्थ हों, एक इच को स्पश करेगी। 


(३) समानान्तर समतलस्थ सरल रेखाओं के एक समूह पर एक 
वाह्म बिन्दु से लम्ब डाले गये हैं | सिद्ध करो कि उनके पद्‌ 
एक ऐसी सरल रेखा पर स्थित होगे जो" रेखा-समूह पर 
त्म है। 


(४)७क ख गे का लाम्बिक केस मं है। भष (५ के . 
समतल पर । है। सिद्ध करो कि ख गे । समतल 
कमप। 


( बनारस १९१७ ) 


(५ ) दो छेदक समतत्ञों में से एक में के कोई बिन्दु है। पहले 
समतल पर क प और दूसरे पर क फ .। डाले गये हैं। 
यदि यह लम्ब दूसरे समतल से ऋमशः प, फ पर मिले तो 
के करो कि प फ दोनों समतज्ञों के युगल काठ पर . 

गा। 


(६) म क, मे ख, मे ग॒ तीन परसर लम्ब सरल रेखाये हैं 


अम्यास्त ४ ] २१ 


(क) यदि क घ लम्ब डाला गया है खग पर, तो सिद्ध 
करो कि मघ । खग। 


(ख)यदिमय, सरमतल लम्ब डाले गये हैं क्रमशः 
खग, गक, क ख पर, तो सिद्ध करो कि ७ ये 
रल ७ क ख ग॒ का पदिक / है। 


(ग ) यदि समतल क ख ग पर म घ लम्ब डाला जाय तो 
सिद्ध करो किघ ५ कख ग का लाम्बिक केन्द्र है। 


श्र [ ढोस प्याम्रित्रि 
साध्य ६ 


एक निर्दिष्ट समतल पर एक बहिविन्दु से लग्न डालना | 





चित्र ११ 


मान लो कि यर एक समतल है और ले उसके वाहर एक 
बिन्दु है। 

तो समतल य र पर लव से एक लम्ब डालना है। 

समान लो कि समतल य र भें क ख कोई सरल रेखा है | 

लसे क खा पर लग] डालो। 

समतल य र भें के ख पर मम । डालो 

अब ल से म ग पर लव मे । डालो | 

तो लू भ्र दी अभीष्ट लम्ब होगा समतल य र पर | 

क ख पर कोई अन्य बिन्दु ख लो | 

लख, भ खच्य को जोड़ो । 


अब, ल स्-सखत ग -+ग ल'े 
र्लश"-+ग मत --म ते 
ख्खसर--+सत्रो 


साध्य ६ | २३ 


लम | मख। 
अस्तु, लम । सख, मग। 
« लैम । समतल य <। (साध्य ४ ) 


अलुसाध्य--एक निर्दिष्ट सरल रेखा पर एक बहिर्बिन्दु से लम्ब 
समतल खींचना | 
मान लो कि क ख निर्दिष्ट रेखा है ओर ल वहिबिन्दु । 
कोई समतल य र लो जो क ख में से होकर जाता हो । 
लसेक खपर लग डालो और समतल य र में कु ख पर 
गम । डालो | 
तो ग ल्ल मं ही अ्भीष्ट समतल होगा | 
"* गल।कख, 
ओऔरगम | कख। 
“« समतल ग लम | क ख | ( साध्य ४) 


२४ [ ठोस ज्यामिति 


साथध्य ७ 


एक निर्दिष्ट समतल के किसी बिन्दु पर लम्ब खींचना । 


ले 


अल अ लक 
अर मे; 


चिन्न ३२ 


सान लो कि थ र एक समतल है जिसमें मे एक निर्दिष्ट बिन्दु है| 

तो बिन्दु मर मे से समतल य र पर एक दम्ब खींचना हे । 

मान लो कि समतल में कु ख कोई सरल रेखा है। ' 
मसेकखपर मग | डालो । 

किसी और समतल्व में जो कख में से होकर जाता हो, गल 

| डालों क ख पर | 

अब समतल ग ल म में मल । खींचो मं ग पर । 

तो ल म ही अभीष्ट लम्ब होगा । 


उपपत्ति साध्य ६ की उपपसि की तरह है | 


अभ्यास € ] २२ 
अभ्यास ३४ 


(१) एक बृत का केन्द्र म है। म के मध्येन वृत्त के समतल 
पर एक लम्ब डाला गया है। सिद्ध करो कि इस लम्ब का 
कोई भी बिन्दु बृत्त की परिधि के समस्त बिन्दुश्नों से 
समदूरस्थ होगा | 


( २) पिछुले प्रश्न में लम्ब पर स्थित एक बिन्दु क है जो मे से 
४ सम की दूरी पर है। यदि इत की जिज्या ३ सम है तो 
वृत्त की परिधि के किसी बिन्दु से क की दूरी निकालो । 


(३) यर एक समतल है और क, ख उसके बाहर दो बिन्दु 
/ हैं। यर पर एक ऐसे बिन्दु म की स्थिति ज्ञात करों कि 
कम+ख म लघुतम हो | 


पहिले क, ख समतल के एक ही पक्ष में और फिर मिन्न पत्तों मे 
लेकर दोनों दशाओं का भेद दिखाओ | 


३६ [ ठोस ज्याम्रिति 


साध्य ८ 


किसी निर्दिष्ट बिन्दु में से एक समतल पर एक और फेबल एक ही 
लम्ब खींचा जा सकता है, चाहे बिन्दु समतल मे स्थित हो या बाहर । 


मान लो कि यर एक जे जज 
समतल है और म निर्दिष्ट 
बिन्दु । 

तो यह सिद्ध करना है र्‌ 
किभ्न में से समतेल् य र 
पर एक और केवल एक ही 
लंम्ब खींचा जा सकता है। ८ | 

यदि दो सके तो बिन्दु भ | 
में सेदो लम्ब भ क, मस्त 
समतल य र पर डालो | 

यह दोनों लम्ब एक 
समतल निर्धारित करते हैं । 

मान लो कि यह 
समतल चर ज है और दोनों 
समतलों का युगल काट छल ४ 
छुहे। , चित्त १४ 

अब सक, म॒ ख । समतल य र। 

ओर थ छु इस समतल में एक सरल रेखा है। 

 मक, मख . रेखा च छ । 

अस्तु, अब दो लम्ब हो गये एक ही समतल चज्ञ भें, एंक हो 
सरल रेखा चर छू पर एक ही बिन्दु म्‌ के मध्येन, जो कि असम्भव है। 

.'. एक, और केवल एक ही लम्ब खींचा जा सकता है बिन्दु मे पे 
शसमतल यू र॒ पर | 





अभ्यास ५ | २७ 


अभ्यास ६ 


(१) जितनी सरल रेखाएं. एक बाह्य बिन्दु से एक समतस्त पर 
खींची जा सकती हैं, उनमें लम्ब न्यूनतम होता है | 


(२ ) एक बाह्य बिन्दु से एक समतल को जितने समान तिर्यक 
खींचे जा सकते हैँ उनके पदो की निधि एक वृत्त होती है। 


( जब तुम परकार से एक बृत्त खींचते हो तों अनजान 
में इस साध्य का प्रयोग करते हो । ) 


( ३ ) एक बाह्म बिन्दु से एक समतल को जो तियंक खींचे जाते 
हैं उनमें से बह जो लम्ब के पद से समदूरस्थ द्वोते हैं अथवा 
लम्ब से समान कोण बनाते हैं, समान होते है | 


(४ ) एक बिन्दु एक समकोण ७ के शीर्षो' से समदूरस्थ है। 
सिद्ध करो कि जो रेखा उस बिन्दु को कर्ण के मध्य बिन्दु 
से मिल्रायेगी, » के समतल पर _ दोंगी। 

(४ ) यदि एक समतल पर तीन बिन्दु, क, ख, ग एक वाक्ष 
बिन्दु स्व से समदूरस्थ हों तो जो लम्ब मे से समतल पर 
डाला जायगा, उसका पद ७ कख थे का परिकेन्द्र 


पु 


हाभा। 


( ६ ) एक समतल पर स्थित तीन बिन्दु के, ख, ग एक वाक्य 
बिन्दू मु से समदुरस्थ हैं। सिद्ध करो कि जो सरल रेखा 
भ को / के परिकेन्द्र से मिलायेगी, समतल पर -- दोगी | 


( ७ ) तीन बिन्दुगामी विषमतलस्थ सरल रेखाये दी हुई हैं; एक 
चौथी विन्दुगामी रेखा खींचो जो तीनों रेखाओं से समान 
कोण बनाती हो | 


(कोल आय. 


श्प साध्य 
( द्संरी सिंध ) .। 
र्‌ 
य दक्ष १ ५ 


साध्य & ] २३ 


साध्य € 


एक सरल रेखा के किसी निर्दिष्ट बिन्दु पर जितने भी लम्ब,खींचे 
जायें ,सब एक समतल मे स्थित होंगे जो रेखा पर लम्ब होगा । 
छः 


थ 
चिनत्न १६, 


मान लो कि मं क, मे ख, म ग॒ तीन सरल रेखाएँ निर्दिष्ट सरल 
रखा ल म पर बिन्दु मे पर लम्ब हैं| 
ती यह सिद्ध करना है क्रिम क, मे ख, मं गे एक ससतल पर 
स्थित हैं जो लू मं पर । है। 
मान लो कि म क, म ख का समतल य र है और म ग, मल 
का समतल थ छु | * 
मान लो कि समतलों का युगल काट च ज है। 
'' लम 3 मक ,मंख 
-« लभ - समतल य र। (साध्य ४ ) 
और मत ज, समतल य र में एक सरल रेखा है , 
मल + मज 
अब मे ग, म ज दोनों + हैं एक ही समतल य र में एक ही 
सरल रेखा थ ज्॒ पर एक ही बिन्दु म के मध्येन । 
अस्तु म ग, म ज एकांगी हैं | 
अर्थात्‌; भ ग भी समतल य २ में स्थित है | 


३० [ ठोस ज्यामिति 
इस साध्य के कुछ परिचित उदाहरण 


(१ ) पहिये की तीलियों का समतल घुरे पर लम्ब होता है। 
(२ ) छुत-पंखे के पल एक समतल में घूमते हैं जो पंखे के डडे पर 
लम्ब होता है। 


अनु-लाध्य १--यदि एक सम ८ एक भुजा के चारों और घुमे 
तो दूसरी भुजा एक समतल बनायेगी जो उस पर लम्ब होगा। 

२--यदि एक सरल रेखा के किसी बिन्दु पर ». समतल खींचना 
हो तो किन्‍्हीं दो समतल्ो में, जो उस रेखा में से जाते हो, उस बिन्दु 
में से रेखा पर दो लम्ब डालना पर्यात्त होगा । 


परिभाषा १--यदि एक डोरे से एक ईट बाँध कर लठकाई जाये 
तो उसको साहुल सच कहते हैं | 
२--एक स्थिर साहुल सूत्र की दिशा को खड़ी दिशा कहते हैं | 
३--कोई समतल जो एक खड़ी रेखा पर लम्ब हो, पड़ा 
समतल कहलाता है । 
४--एक पड़े समतल में स्थित कोई रेखा पड़ी रेखा कहलाती है । 


अभ्यास ७ | | ३१ 
अभ्यास ७ 
(३१ ) एक बिन्दु में से कितनी खड़ी रेखाएं खीच सकते हो ! 


(२ ) एक खड़ी रेखा के किसी बिन्दु में से कितनी पड़ी रेखाएँ 
खोंच सकते हो और वह किस प्रकार स्थित होंगी ! 


(३ ) यदि एक & अपने आधार के चारो ओर घूमे तों उसका 
शीर्ष एक ७) बनायेगा। 


(४ ) आकाश के किसी बिन्दु में से तीन से अधिक परस्पर लम्ब[ 
रेखाएँ नहीं खींची जा सकती | 


(५ ) किसी समतल के किसी अभिलम्ब के पद के मध्येन, यदि 
समतल पर एक लम्ब खीचा जाय तो वह समतल में ही 
स्थित होगा | 


६ ) सिद्ध करो कि, 


( के ) आकाश के समस्त बिन्दु जो दो निर्दिष्ट बिन्दुओ से 
समदूरस्थ हों, एक समतल मे स्थित होते हैं। 
( बनारस १९४१ ) 


( ख ) आकाश के समस्त बिन्दु जो तीन विषमरैखिक 
० से समदूरस्थ हों, एक सरल रेखा पर स्थित 
होंगे | , 


( ग ) आकाश में केवल एक ही बिन्दु ऐसा होता है जो 
चार विषमतत्लस्थ विन्दुओं से समवूर्थ हो । 
( बनारस १९३४ ) 


३२ [ ढोस ज्यामिति 


(७ ) सिद्ध करो कि किसी निर्दिष्ट सरल रेखा पर प्रायः एक ही 
बिन्दु ऐसा होता है जो दो निर्दिष्ट बिन्दुओ से समदूरस्थ 
हों । अपवादी दशाये इग्रित करो | 


(८ ) किसी निर्देश समतल पर स्थित उन बिन्दुओं की निधि 
ज्ञात करो जो दो निर्दिष्ट बाह्म बिन्दुओ्रों से समदूरस्थ हों। 


(६ ) एक बिन्दु से दो छेदक समतलों पर क्षम्ब डाले गये हैँ 
सिद्ध करो कि उनका समतल दोनों समतलों के युगल काट 
पर लम्ब होगा | 


(१०) दो समतलों का युगल काट क ख है। कख्॒ के किसी 
बिन्दु प के मध्येन प फ, प ब, क्रमशः दोनों समतलों में 
कख पर लम्ब डाले गये हैं। सिद्ध करो कि पफ के 
किसी बिन्दु के मध्येन क ख, पफ के समतल पर डाला 
गया लम्ब प फ, प ब के समतल पर स्थित होगा । 


( बनारस १९३६ ) 


(११) यदि तीन समतलो के काठ परस्पर ॥ हों तो किसी बाह्य 
बिन्दु से इन समतलो पर डाले गये लम्ब समतलस्थ होंगे | , 


साध्य १० ] 8३, 


साच्य १० 


दो समानान्तर सरल रेखाओ में से, यदि एक किसी ससतल पर 
लम्ब है, तो दूसरी भी लम्ब होगी । 


5 





चिन्न १७ 


मान लो कि क ख, ग घ दो ॥ सरल रेखाएँ हैं । 
मान लो कि थ र एक समतल है जिस पर कु ख । है। 


तो यह छिद्ध करना है किंग । समतल य र | 


ख घ को जोड़ो और समतल य र में खा घ पर घ प्‌ +. डालो | 
क ग, क घ की जोड़ी । 
हि कख।॥गघ 

., क ख घ ग एक समतल है। 


अस्तु. समतल क ख धग में चूँकि क ख .. ख थ, इस लिये 
गध- खथ। 
डे 


शेछ 


[ ढोच ज्यासिति 
अब, क ख -. समतल य २, और खघ -- चप 
«. फेघ- घप '( साध्य ५ ) 
फिर, घप - घख,घ क 
-. घप -- समतल क ख घर ( साध्य ४ ) 
अस्तुघ प्‌ >- घग। 


अन्त में, '" गघ -- घख, भप 
.. गभ -- ससमतल य र। € साध्य ४ ) 


साध्य ९९ | 4 


र साध्य ११ 
सरल रेखाएं जों एक ही समतल पर लम्ब हों, समानान्तर होगी | 


कक 





य्र 
चित्र १८ 
मान लो किक ख, गघ दो सरल रेखाएं हैं जो समतलथ र 
पर - हैं| 

तो यह सिद्ध करना है कि क ख ॥ ग थे । 
ख घ को जोड़ो, ओर समतल झ र॒ में घ प्‌ -“ डालो घ ख पर | 
क रा, क घ को जोड़ी | 

गधझ्य-०- समतल य र, अस्तु, ग घर “- भ प। 
अब, क ख + समतल य २, और ख धर । भप 


“. कघ . ध्प। (साध्य ४ ) 
फिर, घप - घ ख, भक, भ ग। 
.'. थे ख, घ क, भ ग समतसस्थ हैं। ( साध्य ६ ) 


अर्थात, कु ख थ ग॒ एक समतल है। 
अन्त मे, समतल क ख धग में 
*' क ख, ग थ -- समतल पर 
-. के स, ग भर 4 ख थ 
अतः कख ॥ ग भ | 


श्द [ दोस ज्यामिति 
अभ्यास ८ 


(१) उम्हारे कमरे मे स्थित किसी बिन्दु से फर्श और एक 
संलग्न दीवार पर लम्ब डाले गये हैं। बिन्दु के मध्येन, 
दौवार और फरश के युगल काट के समानान्तर एक सरल 
रेखा खीची गई है| सिद्ध करों कि यह रेखा दीनों लम्बों 
के समतल पर लम्ब होगी । 

( २ ) समानान्तर रेखाओं के एक समूह पर किसी बिन्दु से लम्ब 
डाले गये हैं। सिद्ध करो कि लम्बों के पदों को मिलाने 
वाली रेखाश्रों में से प्रत्येक, समानान्तर रेखाओं के उस 
जोड़े पर लम्ब होगी जिससे वह मिलती है। 


अभ्यास ६ ] ३७ 
अभ्यास € 


(१ ) किसी कमरे की दीवारों के युगल काठ समानानन्‍्तर होते हैं। 

(२) कार्यालय की मेज़ कौ ढाँगे समानान्तर होती हैं । 

(३) क ख, ग घ एफ समतल पर | हैं। सिद्ध करों कि क 
/ और खघ के मध्यबिन्दुओं की संयोजक सरल रेखा 
भी समतल पर | होगी। 


ड्ध [ ठोस ज्यामिति 


साध्य १२ 


सरल रेखाये जो एक ही सरल रेखा के समानान्तर हों, आपस में 
भी समानान्तर होंगी । 


रब 
फ भें 


चिन्न १६ 


मान लोकि प फ, ब भ दो सरल रेखाये हैं जो एक ही सरल 
रेखा क ख के ॥ हैं। 
तो यह सिद्ध करना है कि प फ ॥ ब भ। 
मान लो कि य र एक समतल है जो क ख पर । है। 
अब, क ख | समतल य र, और प फ | कु ख े 
“« पफ | समतल,य र. (साध्य १० ) 
इसी प्रकार, ब भ । समतल थ २| 
अब प फ, ब भ दोनों | समतल यू र। 


अस्तु प फ | ब भ्‌ ( साध्य ११ ) 


अभ्यास १० ] ३६ 
अभ्यास १० 


(१) किसी कुटिल चत॒भु ज की आ्ासन्न धुजाओ के मध्यविन्दुओं 
की घयोंजक रेखायें समतलस्थ होती हैं और एक समानाभुज 
बनाती हैं । 

'( अलीगढ़ १९३५ ) 


(२) किसी कुटिल चतुमु ज की सम्मूख भुजाओं के मध्यबिन्दुओं 
की संयोजक रेखाये एक दूसरे को समद्विभाजित करती हैं। 

(३ ) अवकाश में स्थित तीन समान और समानान्‍तर सरल 
रेखाओं के सिरों को मिलाया गया है। सिद्ध करों कि इस 
प्रकार बने /५ सवा गसम होंगे । 

(४) दो समानाधुज कखगघ और कख चछ एक ही 
आधार क ख पर, दो भिन्न तलों मे बने हैं। सिद्ध करो कि 
गघछुच भी एक समानाभुज है। 

(५ ) समानान्तर सरल रेखाओं के किसी समूह पर किसी एक 
बिन्दु से डाके गये लम्ब समतलस्थ होते हैं । 

( बनारस १९४० ) 


० [ ठोस ज्यामिति 


साध्य १३ 


यदि दो समानान्तर समतल किसी तीसरे समतल को कार्े तो उनके 
युगल-काट समानान्तर होंगे । 





चित्र २० 


मान लो कि दो समानान्तर समतल प फ, व भ तीसरे समतल 
'य र को रेसओ क ख, भ घ पर काटने हैं | 

तो यह सिद्ध करना है कि क ख | गघ। 

'. क ख और गघ समानान्‍्तर समतलों पर स्थित हैं, 

इसलिये चाहे जितनी बढ़ाई जायें यह मिल नहीं सकतीं | 

और यह रेखाये समतलस्थ भी हैं क्योंकि दोनों समतल यथ रः पर 
स्थित हैं। अस्त, क ख, ग॒ थ समानान्तर हैं। 

उपसाध्य ३---बदि एक समतल समानान्तर समतलों के एक समूह 
को काटे तो कटान रेखाये | होंगी। * 

२--यदि दो छेदक समतल क्रमशः दो अन्य छेदक समतलों 


के | हों तो समतलों की पहली जोड़ी का युगल कार, दूसरी जोड़ी के 
युगल काट के ॥ होगा | 


अभ्यास- ११ ] ४१ 
अभ्यास ११ 


(१) समानान्तर समतलों के मध्यस्थ, समानान्तर रेखाओं के 
अन्तःखण्ड समान होते हैं | 


(२ ) दो समानान्तर समतलों को तीन समानान्‍्तर रेखाये काट्ती 
हैं। कटन बिन्दुओं की संयोजक रेखाओं से बने /५ 
सर्वागंसम होंगे | 


( ३ ) दो समानान्तर समतल तीन बिन्दुगामी विधमतलस्थ रेखाओ 


को काटते हैं। कान बिन्दुओं की संयोजक रेखाओं से 
बने ७५ समरूप होंगे । 


४रै [ छोस ज्यामिति 


साध्य १४ 


यदि कोई सरल रेखा, दो सम्तानान्तर समतलों में से एक पर लम्ब 
दो तो दूसरे पर भी लम्ब होगी । 





मान लो कि क सर, ग ध दो | समतल हैं और निर्दिष्ट सरल 
रेखा प फू + समतल ग ध॒तो यह सिद्ध करना है कि प फ । समतल 
कसख। 
मान लो कि प फ के मध्येन एक समतल प मे जाता है जो इन 
दोनों समतलों को रेखाओ्रों प ब, फ भ में काटता है । 
तोपब॥फ भ ( साध्य १३ ) 
अब, समतल प भ म्रें, प ब्र | फ भ, 
और पभ्ञभ - फभ('.' पफ | समतल गघ ) 
' पफ - पब। 
इसी प्रकार, प फ के मध्येन कोई दूसरा समतल लेकर हम सिद्ध 
कर सकते हैं कि प फ, समतल क ख में स्थित एक़ अन्य रेखा, प त 
पर भी । है। ५ 
.. पफ । समतज्॒ के ख । ( साध्य ५ ) 


अभ्यास १२ ] ये 


अभ्यास १२ 


(१) मेज्ञ पर एक पेन्सिल सीधी खड़ो है| सिद्ध करों कि पेन्सिल 
की केन्द्रीय रेखा मेज्ञ के नीचे बढ़ाने से फश “पर 
लम्ब होगी । 

( २) दो समानान्तर समतलों की मध्यस्थ दूरी सव जगह समान 
रहती है । 


घ४ ' [ठोस ज्यामिति 


साध्य १५ 
यदि एक सरल रेखा दो समतलों पर अभिलम्ब हो तो समतल 
समानानन्‍्तर होंगे | 





चित्र २२ 
मान लोकि क ख, गघ दो समतल हैं जिनपर सरल रेखा 
पक - है। तो यह सिद्र करना है कि समतल समानान्तर हैं । 
यदि सम्भव हो तो, मान लो कि तल एक बिन्दु है जों दोनो समतलो 
में युगल हैं । 
लप, ल फ क़ो जोड़ो । 
अब, प फ .). समतल क ख, 
और सरल रेखा प तन समर्तल क ख में स्थित है| 
., पफ + पल। 
इसी प्रकार, प फ फ ले । 
अस्त, » प फ लू में दो कोण सम /. हो गये, जो कि असम्भव 
है । अस्त, दोनों समतलों में कोई बिन्दु युगल नहीं,हो सकता | 
अर्थात्‌ समतल समानान्तर हैं। 
'( परिचित उदाहरण 
( १) बैलगाड़ी के पहिये और घुरी 
(२ ) चकई 


अभ्यास १३ ] 4 


अभ्यास १३ 


(१) समतल जिनके-अमभिलम्ब समानानन्‍्तर होते हैं, आपस से 
समानान्तर होते हैं। 

(२) एक दिये हुए बिन्दु के मध्येन, एक समतल एक निर्दिष्ट 
समतल के समानान्तर, किस प्रकार खींचोगे ! 

(३ ) किसी दिये हुये बिन्दु के मध्येन एक, और केवल एक ही, 
समतल खींचा जा सकता है जो एक निर्दिष्ट सरल रेखा 
पर । हो। 


४६ [ ओोस ज्यासिति 
साध्य १६ 


जो समतल किसी एक ही समतल के समानान्‍्तर हो, आपस में भी 
समानान्तर होंगे । 





चितन्न २३ 


मान लो कि दो समतल क ख, ग घर एक तीसरे समतल य र 
के | हैं। तो यह सिद्ध करना है कि समतल क ख || समतल ग घ । 


मान लो कि पफ व एक सरल रेखा है जो समतल थ र पर 
3 है और तीनों समवलों को क्रमशः प, फ, बे पर काठती है | 
अब समतल क ख, य र ॥ हैं, और प फ ब । समतल य र। 
“. पफ ब । समतल क ख। ( साध्य १४ ) 
इसी प्रकार, प फ़ ब । समतल ग घ । 
अब, क ख, ग घ दो समतल हैं जो एक ही रेखा पफब 
पर |. हैं, अस्तु, यह समतल ॥ हैं। ( साध्य १५ ) 


3 स्यास १४ ] 8७ 


अभ्यात्त २४ 


(१) श्याम पद्ट के समानान्तर खींचा गया समतल सम्मुख 
दीवार के भी समानान्तर होता है । 
(२) किसी बराम्दे की छुत के समानानतर एक शामियाना गाड़ा 


गया है | सिद्ध करो कि उसे कितना ही क्यों न बढ़ायें, 
वह घरती को कभी नहीं छुचेगा । 


भ्र८ [ ढोस भ्यामिति 
साध्य १७ 


सरल रेखाओं को समानान्तर समतल समानुपात में काटते हैं। 





चित्र २४ 


मान लो कि क ख, ग घ, च छ तीन समानान्तर समतल हैं. जो 
दो सरल रेखाओं प फ, ब भ को प, त, फ, और ब, द्‌, भर पर 
काठते हैं | 
तो यह सिद्ध करना है कि प त४त फ-ब द्‌ भ् द्‌ भ | 
प भ, को जोड़ो और मान लो कि वह समतल् ग॒ घ, को थ पर 
'काटती है। 
तथ, थ द्‌ को जोड़ो । 
अब, समानान्तर समतल गघ, चछ समतल पफ भ को 
रेखाओ्रों त थ, फ भ पर काठते हैं। 
“. तथ॥फभ। ( साध्य १३ ) 


असु, ७ पफ भर्मे, प तश्त फलप थभ्थ भ 


साक््य १७ ] ४३६ 


फिर, समानान्तर समतल क ख, गघ समतल पबभ को 
रेखाश्रों प ब, थ द्‌ पर काव्ते ई । 
पब॥थद। (साध्य,१३ ) 
अस्त, ७ पबभमें प थभ्थ भन्‍नब द्‌ ४ द भ। 
». पंत+त फच्ब दषभ्द्‌ भ | 


थे 


[ शोस ज्यामिति 


अभ्यास १४ 


(१) दो समानास्तर समतल दिये हैं। उस बिन्दु की निधि 
ज्ञात करो जो उनसे सदेव समदूरस्थ रहता है | 

( २) तीन समानान्तर समतल्न एक सरल रेखा पर समान अन्त» 
खरड बनाते हैं। सिद्ध करों कि किसी अ्रन्य सरल रेखा 
पर भी वह समान श्रन्तःखरड ही बनायेगे | 

(३) एक स्थिर बिन्दु है और प किसी समतल् पर एक 
गतिशील बिन्दु है। क प्‌ के समत्रिभाजक बिन्दुओ की 
निधियाँ ज्ञात करो | 

(४) चित्र २४ मे, यदि बफ समतल गण को धर पर काटे 
तो सिद् करो कि त थ द्‌ थ एक समानाभुज होगा | 


साध्य १८ ] ५१ 


साध्य १८ 


यदि दो छेदक रेखाये क्रमशः समानान्तर हो दो अन्य छेदक 
रेखाओं के, जो उनसे समतलस्थ न हों, तो रेखाओं की पहिली जोड़ी 
का मध्यस्थ कोण दूसरी जोड़ी के मध्यस्थ कोण के बराबर होगा । 





मान लो कि दो सरल रेखाये क ख, क ग॒ क्रमशः दो अन्य 
रेखाओं प फ, प ब के | हैं जो उनसे समतलस्थ नही हैं । 
तो यह सिद्ध करना है कि / ख कु गः- ८ फ प व | 
क ख, प्‌ फ को बराबर काट लो, और क ग, प ब को 
भी बराबर काट लो । 
खग,फ ब, क प, ख फ, ग ब को जोड़ो | 
अब, के खन्‍्और | पफ ) 
' खफलनऔर | कप | 
इसी प्रकार, ग बच्त्और | कप | 
अस्तु ख फन्‍्और | गब | ( साध्य १२ ) 
. ख गर्और | फब | 


५२ [ झोस ज्याम्रिति 


अब, (४ क ख ग, प फ ब मे एक की तीनों भुजाये क्रमशः 
बराबर हैं दूसरे की तीनों भुजाओ के | 
« /3 सर्वायसम हैं 
असख्तु, /. खक गर ८ फपब | 


अभ्यास १६. दै हे, 


अभ्यास १६ 


(१) दो समतलों का युगल काट यर है। दो समानान्तर 
समतल इन समतलों को क ख, क ग और चछ, चज 
पर कावते हैं| सिद्ध करों कि कोश ख क ग और छ च 
ज समान हैं । 

(२) मेज़ पर एक किताब इस प्रकार रक्खी कि जिदद का सिरा 
खड़ा रहे और पुस्तक अधघखुली रहे । सिद्ध करो कि पुस्तक 
के ऊपर और नीचे के सिरों पर, थुले प्रष्टो के मध्यस्थ बने 
कोण समान *हैं। 


श््४ [ डोस भ्यासिति 


साध्य १६ 
यदि कोई सरल रेखा किसी समतल पर खिंची एक सरल रेखा के 
समानान्तर हो तो समतल के भी समानान्तर होगी | 





चिन्न २६ 


मान लो किप फ एक सरल रेखा है जो समतल य र में पड़ी 
एक़ सरल रेखा ब भ के | है। 
तो यह सिद्ध करना है कि प फ | समतल य र | 
सरल रेखाये प फे, ब भ समानान्तर हैं, अ्रस्तु समतल- 
स्‍्थभीहें। 
समान शो कि भ व प फ उनका समतल है। 
तो ब भ दोनों समतलों का युगल काट हो गई | 
अब, इन समतलों के समस्त युगल बिन्दु व भ में स्थित होंगे । 
( साध्य ३ ) 
अस्तु, यदि प्‌ द़् समतल य र से मिलेगी तो किसी ऐसे बिन्दु 
पर मिलेगौ जो ब भ पर स्थित हो । 
परत्तु, ब भ से तो वह मिल ही नहीं सकती क्योंकि उसके ॥ है । 
अस्तु, वह समतल य र से मित्र ही नहीं सकती | 
अर्थात्‌, प फ | समतल थ र। 
उपसाध्य--दो कुश्लि रेखाओं में से किसी एक के भष्येन एक 
समतल खींचा जा सकता है जो दूसरी के समानान्तर हो | 


अभ्यास १७ ] 83५ 
अभ्यास १७ 


(१) एक बिन्दु, एक रेखा और एक समतल दिये है | विम्दु के 
मध्येन एक रेखा खींचो जो न्यस्त रेखा को काटे और 
समतल के समानान्तर हो। 
यह कब असम्भव है ? 


(२) दो बिन्दु एक समतल से समदुरस्थ और उसके एक ही 
ओर हैं। सिद्ध करो कि उनकी सयोजक रेखा समतल के 
समानान्तर है| 


(३)मा पा, मा फा दोनों | माबा। यदिबा भा भी | 
मा बा, तो बा भा ॥ समतल पा सा फा | 


(४ ) यदि इस साध्य की प्रतिशा हम इस प्रकार लिखें कि “यदि 
दो समानान्‍्तर रेखाओं में से एक किसी समतल में समाविष्ट 
है तो दूसरी भी समाविष्ट होगी? तो क्‍या ठुम इस साध्य 


का कोई अपवाद बता सकते हो ! 
परिभाषा--मान लो प्र 





घ 
कि क ख, ग घ दो कुटिल 

सरत्न रेखाये हैं। उनमें से 

एक--क ख--में कोई के 

बिन्दु मलो। म में से म त् 





ले खींचो गध के समा- 
नानतर | तो 2८. खम्तल्न ख़ 
इन कुट्लि रेखाओं का चिन्न २७ 

मध्यस्थ कोण कहलायेगा | 


५३ [ गोस अ्यासिति 
सांध्य २० 


यदि एक सरल रेखा किसी समतल के समानान्तर है और एक 
अन्य समतल रेखा के मध्येन जाता है और समतल को काटता है तो 
कटान रेखा न्यस्त रेखा के समानान्तर होंगी | 





चित्र र८ 


मान लो कि प्‌ फ एक सरल रेखा है जो समतल य र के ॥ है। 
मान लो कि एक समतल प फ में से होकर जाता है और समतल 
य २ को रेखा ब भ पर काठता है। 
तो यह सिद्ध करना है कि प झ ॥ बभ। 
पफ और ब भ मिल नहीं सकती क्योंकि प फ | समतल य र 
जिस में ब भ स्थित है। 
और प फ, य भ्‌ समतलस्थ भी हैं। 


अस्तु, यद्द रेखाये समानान्तर हें | 


अभ्यास १८ ] रै७ 


अभ्यास १८ 


(१) एक सरल रेखा दो न्यस्त॒ समतलो के समानान्तर है। सिद्ध 
करो कि रेखा के मध्येन खींचा गया कोई समतल दोनों 
समतलों को समानान्तर रेखाओं में काटेगा । 

(२) यदि दो समानान्तर रेखाओं में से एक किसी समतल के 
समानान्तर है, त दूसरी भी होगी | एक अपवाद बताओ | 

(३ ) यदि दो समानान्तर समतल्लों मे से एक किसी रेखा के 
समानान्तर है तो दूसरा भी होगा । एक अपवाद बताओ | 

(४ ) दो समतल परस्पर काठते हैं, उनमें से एक के समानान्तर 
दूसरे पर किस प्रकार रेखाये खीचोगे ! 

(५ ) एक सरल रेखा दो छेदक समतलों के | है| सिद्ध करो कि 
बह उनके समतल काट के भी | है। 

(६ ) प्रश्न ( ५ ) का विलोम लिखो और सिद्द करो । इस प्रकार 
दर्शाओं कि दो छेदक समतलों के समानान्तर, किसी बिन्दु 
मध्येन एक रेखा किस प्रकार खींची जा सकती है | 

(७ ) किसी न्यस्त बिन्दु के मध्येन एक समतल खींचा जा सकता 
है जो दी दी हुई कुटिल रेखाओं के ॥ हो । 

(८) एक समतल दो छेंदक समतलों के युगल काट के | दे | 
सिद्ध करो कि तीनों कटान रेखायें परस्पर || हैं । 

(९ ) एक रेखा एक समतल के || है | यदि समतल के किसी 
बिन्दु में से न्यस्त रेखा केध॥ एक रेखा खीची जाय वो 
वह समतल में ही स्थित होगी। 

(१०) दो छेदक समतल क्रमश दो | रेखओं के मध्येन जाते हैं | 
सिद्ध करो कि दोनो रेखायें उनके युगल काट के भी | होगी । 


श्ष [ ढोस ज्याम्रिति 


साध्य २१ 


यदि दो छेदक रेखावें क्रमशः दो अन्य छेदक रेखाओं के, जो उनसे 
समतलस्य न हो, समानानन्‍्तर हो तो रेखाओ की पहली जोड़ी का समतल 
दूसरी जोड़ी के समतल के समानान्तर होगा | 





चिन्न २३ 


मान लो कि रेखाये क ख, क ग॒ ॥| क्रमशः ॥ हैं रेखाओं चर छ, 
च ज के, जो उनसे समतलस्थ नही हैं । 

मान कि के ख, क ग॒ का समतल त थ है और च छू, च जञ का 
समतल द्‌ घ | 

तो यह सिद्ध करना है कि समतल त थ ॥ समतल द्‌ घ । 

क से समतल दधपर कप । डालो और लम्ब के पादबिन्दु 
पसे पफ, पव खींचो क्रशः च छ, चज के ॥ । 

अव, कख | चछ, और पफ ॥ च छ | 


-कऋख॥ पफ। ( साध्य १२ ) 
और क प्‌ । पफ( .'. कप । समतल द्‌ थ | ) 
"कप कख। 
इसी प्रकार, कप । कग। 
अस्तु, कप. समतल त थ | ( साध्य ४ ) 


अब दोनो समतलों त थ, द्‌ थ्र पर एक ही रेखा क प । है। 
,', यह समतल समानान्तर हैं | ( साध्य १५. ) 


अभ्यास १६ ] है 


अभ्यास १६ 


(१) यदि दो छेदक रेखाये एक समतल के || हैं तो उनका 
समतल भी इसके ॥ होगा । 

(२) प्रश्न ( १ ) में कोई रेखा जो दोनों रेखाओं को काठती है, 
समतल के | होगी | 

(३ ) दो दी हुई कुटिल रेखाओं के मध्येन || समतलों का एक, 
और केवल एक ही जोड़ा खींचा जा सकता है। 

(४ ) एक दिये हुये बिन्दु के मध्येन एक रेखा किस प्रकार खीचोगे 
जो दो न्यस्त कुटिल रेखाओं पर | हो ९ 


६० [ ओेसर ज्यामिति 


यदि किसी रेखा 
के समस्त बिन्दुश्रों से 
किसी समतल पर लम्ब 
डाले जाये तो उनके 
पाद बिन्दुओं की निधि 
को, उस समतल पर, 
उस रेखा का विज्ञेप 
कहते हे | चित्र ३० 


चित्र ३० में के खे रेखा कु ख का समतल य र पर विज्लेप है। 





झस्यास २२ ] ६१ 


साध्य २२ 
एक समतल पर किसी सरल रेखा का विज्ञेप सरल रेखा ही होगा। 





चित्र ३१ 


मान लो कि य र एक समतल है ओर क ख एक सरल रेखा | 

तो यह सिद्ध करना है कि य र पर क ख का विक्ञेप सरल रेखा 
ही होगी। 

मान लो कि क ख पर प कोई बिन्दु है । 

क त, ख थ, प ल समतल य र पर । डालो जो उसको क्रमशः 
त, थ, ल पर काठे | 

अब, चूकि क त, ख थ, प तल एक ही समतल थ र पर | हैं। 


इसलिए ॥ हैं| (साध्य ११ ) 
आर इन तीनो ॥ रेखाओं को एक ही रेखा क प ख काटती है। 
अस्त, ये चारों रेखाये समतलस्य हैं (साध्य २ ) 


अतः, बिन्दु त, ल, थ समतलों यर, क ख थ त की कठान 
रेखा पर स्थित होंगे । 

परन्तु, प्‌ सरल रेखा क ख पर कोई बिन्दु है | 

अस्त, क ख के किसी बिन्दु का विद्वेप कटन रेखा त ल् थ पर 
ही पड़ेगा । अर्थात्‌, क ख का विक्षेप त थ है। 


द्व्र [ ढोस ज्यामित्ति 


अपवाद--यदि के ख । समतल यर, तो विज्ञेप एक बिन्दु 
होगा। 
उपसाध्य १--एक सरल रेखा और उसका विज्लेप सदैव समतलस्थ 
होते हैं । 
२--यदि एक सरल रेखा किसी समतल के ॥ हो तो 
अपने विज्ञेष के भी | होगी। 


अभ्यास २० ] 8६४ 
अभ्यास २० 


(१ ) एक समतल के दो अभिलम्ब, जो एक ही रेखा को काटते 
हैं, समतलस्थ होते हैं। 

(२ किसी समतल पर समान तियकों के विक्षेप समान होते हैं । 
[ देखो अभ्यास ६ ( २) ] 

( ३ ) किसी रेखा के मध्य बिन्दु का विक्षेप उसके विक्षेप का मध्य 
बिन्दु होता है। 

(४ ) किसी समतल पर बिन्दुओं प, फ से डाले गये लम्बों 
की लम्बाइयाँ पि, फि हैं | सिद्ध करों कि प फ के मध्य 
बिन्दु से डाले गये लम्ब की लम्बाई ३ ( पि+फि ) है | 

(५ ) एक सरल रेखा अपने एक सिरे के चारों ओर धूमती है 
और सदेव एक न्यस्त समतल के | रहती है । सिद्ध करो 
कि वह एक समतल की सृष्टि करती है जो दिये हुए सम- 
तल के ॥ है। 

परिचित उदाहरण--( क ) घड़ी की सुइयाँ घड़ी के मेंह के ॥ 
समतल बनाती हैं । ४ 
(ख ) छुत के परे की भुजाये छत के ॥ 
एक समतल बनाती हैं। 

(६ ) समानान्तर रेखायें एक ऐसे समतल पर किस प्रकार निरूपित 
होगी जो (क) उनके ॥ है, ( ख) उन पर | है, 
(ग ) उनसे कोई कोण बनाता है, (घ ) उनके समतल 
पर | है। 


दर [ ढोस ज्यामिति 


साध्य २३ 
एक रेखा किसी समतल पर खींचे गये अपने विज्षेप से जो कोण 


बनाती है, वह उस कोण से कम होगा जो वह उस समतल पर स्थित 
अन्य किसी रेखा से बनायेगी | 


है कर मे 


चिन्न ३२ 


'.न्यस्त एक समतल य र और एक सरल रेखा क ख जिसका 
विक्षेप इस समतल पर ख ल् है । 
' सिंद्र करमा : / कखल < / कल्प जोक ख इस समतल 
पर स्थित किसी और रेखा से बनाती हैं । 
' शख्वत्न के बराबर ख प काट लो | 

कप, ल प को जोड़ो । 

5&कलख, कप ख मे, खलत्वनन्खप, कख युगल है, 
परन्तु पहिले /५ की तीसरी भुजा क तल < दूसरे ७ की तीसरी भुजा 
कपसे। [अभ्यास ६ ( १) | 

«« ८“ ऊफे ख ल < / कुखप। 


साध्य रे ] ३५ 


एक सरल रेखा और एक समंतल के मध्यस्थ कोण का नाप वह 
कोण होता है जो रेखा उस समतल पर खींचे गये अपने विक्षेप से 
बनाती है | 


उपसाध्य--मान लो 
कि क ख एक सरल रेखा 
है जिसका विक्षेप एक 
समतल यर पर पफ 
है। तो चित्र से स्पष्ट 
है कि पफल्‍ूक बन 
क ख कोज ०, जबकि 
० वह कोण है जो करू व 
समतल से बनाती है | चित्र इ३ 


एक तिरछे समतल पर खिंची एक रेखा जो ज्षेतिज समतल से 
वड़े से बड़ा कोण बनाती है, महन्तम ढाल रेखा कहलाती है । 





हितल कोश 


दो समतल जो एक सरल रेखा पर काठते हैँ, एक द्ितल कोण 
बनाते है | 
मान लो कि दो समतलों र 
क य, ख र की कटान रेखा. 
क्रम्दे। 
मान ली कि कख पर 
ट कोई बिन्दु हे । 
दोनो समतत्ों में क्रमशः 
दटठ,टड । डालो कख १ 
पर] तो समतलों के ह्वितल ग््र 
कोण का नाप ८, ठ ८ ड होगा। चित्र ३६ 
यदि कख में त कोई और बिन्दु और त थ, त द्‌ 
संगत | हैं, 
तो ८“ थतद--८ठट ड' ( साध्य १८ ) 


तन 


यदि छ्वितल कोण सम ८. 
हो तो उमतल परस्पर लम्ब 
कहलाते हैं | 


चिन्न २७ 


अभ्यास २४ |] डे 
अभ्यास २४ 


( १ ) यदि एक समतल दूसरे पर खड़ा है तो इस प्रकार बने दोनो 
द्वितल कोण ऋजुपूरक होंगे । । 


(२) यदि दो समतल परस्पर काटे तो सम्मुख शीष कोण 
समान होंगे | 

(३ ) यदि एक समतल दो || समतलों को काटे ती :-- 
(क ) संगत हितल कोण बराबर होंगे। 
( ख ) एकान्तर द्वितल कोण बराबर होंगे | 
(ग) दो सम्मुख अन्तछ्वितल कोणों का योग दो समकोण 

होगा । * 

(४ ) दो समतलों का अन्तर्गत कोण दो समानान्तर समतल्ों के 
अन्तर्गत कोण के समान होता है। 

(५ ) यदि तीन समतलों की कठान रेखाये ॥ हो तो इस प्रकार 
बने अन्तद्वि तल कोणों का योग १८०" होगा | 


(६) एक कमरे का फर्श का खा गा घा ओर छुत 
की खी गी थी है। यदि का खा 5+५, खा गए ++३, 
खा खी 55४ तो 
( के ) की खी गा घा और फश, 

(ख ) की खा गा घी और फर्श 
के अन्तर्गत द्वितल कोण की कोज्या निकालो | 


(७ ) दो छेदक संमतलों का मध्यस्थ द्वितत कोश उनके अभि- 
लम्बो के मध्यस्थ सरलरेखात्मक कोण के समान होगा या 
उसका ऋजु पूरक होगा । 


(८) साध्य २४ के दो अपवाद बताओ | ' 


७४ [ ठोस ज्यामिति 
साध्य २६ 


यदि कोई सरल रेखा एक समतल पर लम्ब है तो उसके मध्येन 
खींचा गया कोई संमतल भी उस समतल्न पर ल्म्ब होगा । 


चिन्न इ८ 


दया हुआ : एक सरल रेखा तू मे । एक समतल य २। 

मान लो कि प फु लम्बल म के मध्येन कोई प्मतल खींचा 
गया है जो समतल थ र॒ को भ्॒ फ पर काठता है| 

सिद्ध करना ; समतल प्‌ फू । समतल थू २। 

समतल य र मे फ भू पर झ्तब । डालो | 

*' लगम् । समतल य र, अस्तु लम 3 भफ । 

ओऔरमब । भफ। 


«. दोनों समतलों के मध्यस्थ द्वितत कोण का नाप / लम॒ थ्‌ 
हुआ। 


परन्तु ल्ञ मे । म्‌ व, अर्थात्‌ / त्वम ब"एक सम / | 
- अतः, समतल परस्पर ॥ हैं। 


साध्य २६ ] ७५ 


उपसाध्य १--दो परस्पर | समतल पफ, य र रेखा भफ 
पर मिलते हैं। समतल प फ के किसी बिन्दु ल से युगल काट भ फ 
पर लू म 3 डाला गया है, तो ल मे 3. समतल य र। 


२--दो परस्पर | समतल प फ, य २ रेखा भ फ पर मिलते 
हैं।समतल प फ के किसी बिन्दु लू से समतल य रपरल म 4. 
डाला गया है | तो त्ञ मं समतल प फ में स्थित होगा । 


ष्घ [ ठोस ज्यामिति 
साध्य २७ 


यदि दो छेदक समतल किसी तीसरे समतल पर लम्ब हों तो उनका 
युगल काठ भी उस पर लम्ब होगा | 


छ 





चिन्न रे६ 


न्यस्त ; दो छेदक समतल प फ, ब भ--दोनों तीसरे समतल य र 
पर ।। | 

सिद्ध करना : उनका युगल काट के ख | समतल य २। 

समतल प्‌ फ । समतल य र 

और समवल प फ में क कोइ बिन्दु है | 

अस्तु, यदि क से समतल थरः पर एक । डाला जाय तो वह 
समतल प फ में स्थित होगा | ( साध्य २६ उपसाध्य २ ) 

इसी प्रकार, समतल य र पर क्र से डाला गया | समतल ब भ 
में भी स्थित होगा 

अर्थात्‌ , लम्ब दोनों समतलो में स्थित होगा । 

परन्तु, समतलों प्‌ फ, व भ में केषल क ख ही युगल रेखा है । 

अस्तु कख । समतल य र। 


अभ्यास २६ | ७६ 
अभ्यास २६ 


(१ ) यदि तीन समतल परस्पर -. हों तो उनकी तीनों कथन 
रेखाथें भी परस्पर --होंगी । 

(२) एक बाह्य बिन्दु से दो छेदक समतलों पर । डाले गये हैं । 
सिद्ध करो कि उनका समतल दोनों समतलों के युगल काट 
पर । होगा। 

(३ ) किसी समतल पर कई समतल - हैं। सिद्ध करो कि 
उनकी कटान रेखाये भी त्यस्त समतल पर ... होंगी। 
(४) वह समतल जों दो छेंदक समतलो पर _ हो, 

परस्पर | होंगे। 

(५) दो रेखाओ्ों क ख, क ग के बिन्दुओं ख, ग के मध्येन दो 
समतल खींचे गये हैं जो ऋमशः क ख, क ग॒ पर » हैं। 
सिद्ध करो कि इन समतलो की कठान रेखा समतल क ख 
ग पर -- होगी। 


[ ढोस ज्यामित्ति 


साध्य २८ 


उस बिन्दु की निधि निकालना जो दो छेंदक समतलो से समान 
दूरी पर रहता है। 





चिन्न ४० 


दिया हुआ दो समतल क ग, क घ जो रेखा क ख पर सिलते हैं। 

तो उस बिन्दु की निधि ज्ञात करना है जो इन दोनों समतलो से 
समान दूरी पर रहता है ! 

मान लो कि समतल क च इन दोनों समतलों के मध्यस्थ ह्वितल 
कोण को अधियाता है । 

तो समतल क च ही अभीषश्ट निधि होगा । 

मान लो कि समतल क च में प कोई बिन्दु है। 

समतलों क ग, क प्न पर प फ, प भ । डालो जो उनसे फ, भ 
पर सिल्ले । 

फसेकख पर फब । डालो। 


बप,ब भ को जोड़ो। 
अब, प्‌ फ -- समतल कक य, 


साध्य २८ ] ३] 


और फ ब _ क झ्ञ जो समतल क ग में एक रेखा है| 
-»पब । क ख। ( साध्य ४. ) 
फिर, प॑भ। समतल क घ, 
और पब । क ख जो समतल क॒ घ में एक रेखा है। 
“.बभ.। कृख | ( साध्य ५, विलोम- ) 
अब, '.' ब फ, ब भ दोनों कु ख पर । हैं। 
“- <“- फबभश समतलो कग; कंधघ का सध्यस्थ 
द्वितल ८. है। ! 
और चूँकि समतल क था इस कोण को श्रधियाता है 
इसलिये, ८ फबप्‌ 5" ८ भबप ह 
अन्त से, ७ पफब,पसब में ८ फबपनचचभबप, 
सम / पफव 5-5 सम ८ पभ् व्‌ और सुजा प ब युगल है। 
.. /$ सवागंसम हैं, अस्तु, प फु न्‍ न प भ | 


सोट--निधि वह समतल भी हो सकता है जो समतलों क ग, 
क घ के मध्यस्थ बहिष्कोण को अधियाये | 


दर [ शोप्त श्यामिति 


अभ्यास २७ 


(१ ) एक दी हुई रेखा पर एक ऐसा बिन्दु ज्ञात करो जो छेदक 
समतलों से समदूरस्थ हो। ऐसे बिन्दु कितने होगे ! 
अवकाश में ऐसे बिन्दुओ की निधि ज्ञात करो जो 
(क ) दो दिये हुये | समतलो, 
(ख ) दो दी हुई छेदक सरल रेखाओ, 


(ग ) दो दी हुईं ॥ सरल रेखाओ 
से समदूरस्थ हों। 


ठोस कोण 


तीन या अधिक समतल जो एक बिन्हुकषपर मिलें, एक ठोस कोख 
बनाते हैं| कठान बिन्दु इस कोण का शीर्ष कहलाता है। 
प्र 





कफ 
चित्र ४१ चित्र ४२ 
क्रमागत समतलों की कठान रेखाओं को कोर कहते हैं। चित्र से 
मक, मख, मग “* कार हैं। संलग्न कोरों के मध्यल्थ कोण 
कम ख, ख म॒ ग...... ठोस कोण के फलक कोण कहलाते हैं। 
क्रमागत समतलो के मध्यस्थ कोण छ्वितल कोण कहलाते हैं। 
समतलों क म ख, ख म ग॒ का मध्यस्थ ४. एक द्वितल /. है । 


जिस ठोस कोश का कोई हे 
समतल काट एक उन्नतोदर 
बहुमुज हो, उसे उन्नतोद्र 
दोस कोण कहते हैं । 
चित्र ४२ का कोण उन्नतोदर 
है, चित्र ४३ का नतोदर | 

जिस ठोस कोण पर तीन (7 हे ् 
डमतल मिलें, जितल कोण चित्र ४३ 


घन [ झोस ज्यामिति 


कहलाता है। जिस पर तीन से अधिक समतल मिले उसे बह्ुतल 
कोण कहते हैं। 

यदि दो ठोस कोण छेसे हो कि यदि एक को दूसरे पर छाें तो 
दोनों एक दूसरे में ठौक-ठीक बैठ, जायें तो उन्हे सवोगंसम कहते हैं | 





चित्र ४४ में जो दो ढोस ८. दिये हैं, उनमे से एक के फलक कोण 
और द्वितल कोण क्रमशः दूसरे के फलक और द्वितल कोणों के बराबर हैं। 
परन्तु उनमें से एक के शीर्षों का अनुक्रम क रू ग॒ घ॒ अर्थात्‌ दक्षिणा- 
वर्त है, दूसरे का के खे गे थे अर्थात्‌ उत्तरावतें हैं | अस्ठ, यह कोण 
एक दूसरे में नहीं बिठाये जा सकते । ऐसे दो ठोस कोण विघ्ुखी सम 
कहलाते हैं। 

दो ठोस कोश तभी सर्वागंसम होंगे जब न केषल एक के फलक 
कोण और द्ितल कोण क्रमशः दूसरे के फलक और द्वितल कोणों के 
बराबर हों वरन शीर्षों का अनुक्रम भी एक ही प्रकार का हो अर्थात्‌ 
एक ही दिशा में हो । 


साध्य २३ ] घर 


साध्य २€ 


किसी त्रितल कोण में कोई दो फलक कोण मिलकर तीसरे से बड़े 
होते हैं। 





चित्र ४५ 


मान लो कि ( म, क ख ग ) एक त्रितल कोण है जिसका सब से 
बड़ा फलक ८ कम ख इस पृष्ठ के समतल में स्थित है | 


तो यह सिद्ध करना पर्यात होगा कि / कम गे + 
८ गभंख > ८ कमख। 


समतल क म ख मे ८ क म प बनाओ ८ क म ग के बराबर, 
और भ प काटलो म ग॒ के बराबर । 


उसी समतल मे प के मध्येन कोई रेखा क प ख खींचो जो मे क 
मख कों क ख पर काटे | 


कग, खग, पग को जोड़ो। 


अब ७ कभप, कम ग में कम युगल है, प मच््ग मे 
और मध्यस्थ / कम पत्च्मध्यस्थ ८ कमग। 


झइ [ ठोस ज्यामिति 


« 5 सववागंसम हैं, अस्तु क पन्‍चूक ग। 
अब, 0 फ खग में, क ग +- खग > क ख। 
अर्थात्‌ >कप-+पख 
“. खग>पख। 

फिर, ७ | गम ख, पम ख में, खम युगल है, ग मप- 

प मे, परन्तु तीसरी भुजा ग ख > तीसरी भुजा प ख। 
. ८ ग्भख > ८ पम ख। 

अस्तु, ८ कमग + ८. गम ख > ८ कमप -+-+ 

“ पं मंख। 


अर्थात्‌ , >८कमख। 
उपसाध्य १-- किसी त्रितल कोण में, किन्हींदों फलक कोयों 
का अन्तर तीसरे कोण से कम होता है| 
उपसाध्य २--म क, म ख, ए 


भग तीन बिन्दुगामी रेखाये हैं जो 
समतलस्थ नहीं हैं | सय ठोस / मे 
के अन्दर कोई अन्य रेखा है।तो 
कम ख-+खमगणश >कमय 
+यमग कै 
समतल क मे ये को बढ़ाओं 
ताकि समतल ख म ग से रेखा म प </ पृ 
में मित्ते । चित्र ४६ 


अब, क मं ख + ख भ गलूक म ख-+ ख म प्‌ + पमग 
>कमप-+- पमग 
अर्थात, कमख +- खमग >कमय-+यमप 


+पममग 
> फेमय+ यमग। 





अन्यास २८ ] रा 


अभ्यास २८ 
(१ ) किसी उन्नतोदर ठोस कोय का कोई फलक कोण शेष 
फलक कोणों के योग़ से छोटा सोता है । 
(२) किसी कुटिल चतुभुंज के कोणों का योग ४ सम कोण से 
कम होता है। ( बनारस १६४३ ) 
(३ ) चित्र ४६ में सिद्ध करो कि 
(क )क सं य+ख भ य+ग मय 


>३(खमग+गम क +- कम ख ) 
(ग)खमग+ग सम क+क मम ख > कमस्य + 
खमृयक+गमय। 
(४ ) सिद्ध करो कि यदि कोणों कम ख्, कमग का योग 
कोण खभमग केवराबर होतो मक, मख, सग 
समतस्थ होंगी । 


मद [ ओोस ज्यामिति 


साध्य ३० 


दो जितल कोण सर्वागंसम होंगे यदि एक के फलक कोश क्रमशः 
दूसरे के फलक कोणों के, एक ही दिशा में, बरावर हो। 


क्र 
चित्र ४७ चित्र ४८ 


न्यस्तः दो त्रितत कोण ( न, क ख ग ) और ( मे, के से गे ) 
जिनमें फलक /. खमग, गम के, कम ख क्रमशः बराबर हैं 
फलक कोणों खे मे गे, गे मे के, के मे खे के | 
सिद्ध करना 5 दोनों त्रितल / सर्वागंसम हैं | 
मे क, भे के के बराबर बराबर काट लो । 
उमतल्लों कम ख, क म ग में क ख, क ग डालो क भे पर |; 
समतलों के मे खे, के मे गे में के खे, के गे डालो के मे पर । । 
ख ग, खे भे को जोड़ो । 
अब, | कभ ख, के भे खे में क म-के मे, / कम ख 
*८. के मे खे और सम / भक खन्‍्सम/ मे के खे। 
/5 सर्वागंसम हैं, अस्त क खः->के खे, म खन्‍्नमें से । 
इसी प्रफार, क ग॒न्‍-के मे, ग मच्च्गे मे | 


याध्य ३० | घर 
फिर, 0 ं खम ग, खे मे मे में ख म>खे मे, ग म>गे मे 
और मध्यस्थ /. ख मे गःमध्यस्थ / खे में गे । 
,', ७ सर्वागंसम हैं, अस्त ख गूखे गे ) 


अन्त में, .ों कखग, के खे मे में एक की तीनों भुजायें 
क्रमशः दूसरे की तीनों भुजाओं के बराबर हैं । 


.', 2 सर्वागंसम हैं, अस्तु ८ ग क ख--८ गे के खे | 


अर्थात्‌ समतलों क मु ग, क म ख का मध्यस्थ द्वितल ८. बरा- 
बर है समतलों के मे गे, के मे खे के मध्यस्थ द्विंतल / «के | 


इसी प्रकार, हस सिद्ध कर सकते हैं कि शेष द्वितल ८ भी 
बराबर हैं। 


अस्तु, ठोस /. सर्वागंसम हैं । 


३० [ ढोस ज्यामिति 
साध्य ३१ 


एक उन्नतोदर ठोस कोण के फलक कोणों का योग चार सम 
कोयों से कम होता है।.. - 


््ट 
३ 


ख़ ग 
चित्र ४६ 


न्यस्तः एक उन्नतोदर ठोस कोण (प्र, क ख ग घच )। 


सिद्ध करना ४ फलक / कम ख + खमग + गमणत्र+ 
घम्मच + चस क < ४ सम / | 


मान लो कि एक समतल इस ठोस कोण के कोरों को क, ख, ग॑, 
घ, च पर काठता है। | 


तोकखगध च एक उन्नतोदर बहुधुज हुआ | 


क, ख, ग, घ, च को बहुश्ग॒ज के किसी अन्तर्बिन्दु प से 
मिलाओ | 


मान लो कि ठोस ८ स॒ समतलों से: बना है, अर्थात्‌ बहुल 
कखगघ च की भुजाओं की संख्या स दे । 


साध्य ३१ ] ९१ 


अस्तु, म पर स्॒ ० बने हैं जिनके समस्त ८7 का भोग 
ब्ब हे से सम /. 
और, प्परभीस 9) ), 99 39३8 श् 
बन २ स सम /_ हि 
»* (शॉोंकम ख, ख मे ग...के आधार / +म पर बने कोण 
न््यंहुभसुज के कोण क, ख, ग...+ प पर बने कोण | 
परन्तु, ८ मे ख क + म ख ग > बहुभुज के कोण 
गसे ( साध्य २६ ) 
और, इसी प्रकार, बहुभुज के और शीर्षों' पर मी | 
अस्त, ७ | कम ख, ख मं ग ..के आधार कोण 
>बहुआु॒ज के कोण क, ख, ग ... | 
«. मे पर बने कोश < प पर बने कोण | 
अर्थात्‌ <_ ४ सम कोण । 


8२ [ ठोस ज्यामिति 


अभ्यास २६ 


(१ ) यदि तीन बिन्दुगामी रेखाये परस्पर ऐसे कोण बनाये 
जिनका योग ४ समकोण हो तो तीनों रेखायें समतलस्थ 
होंगी । ( बनारस १९४० ) 


(२) अवकाश के किसी बिन्दु के मध्येन कई एक रेखाये खीची 
गई हैं। यदि क्रमागत रेखाओं के मध्यस्थ इस प्रकार बने 
कोणों का योग ४ समकोण हो तो समस्त रेखाये समतलस्य 
होंगी । 


ठोस 
( १ ) समकोर 


(१) अवकाश का कोई भांग जो एक या अधिक समतलों या 
विषमतलों से घिरा हो, ठोस कहलाता है | 
बहुफलक उस ठोस को कहते हैं जो समतलों से घिरा हो | 

जिन तलों से एक बहुफलक घिरा हो, ठोस के फलक कहलाते हैं | 

आसनन्‍न फलकों की कटान रेखा को कोर कहते है। तीन या 
अधिक कोरों के कठान बिन्दु को शीष कहते हैं। 

(२) समकोर उस बहुफलक को कहते हैं जिसमें दो फलक 
समानान्तर समतलों में सर्वांगसम ऋजुभुज हों और शेष 
फलक समानाशझुज हों | वह दोनो फलक आधार कहलाते 
हैं | शेष फलकों को छुजा फलक कहते हैं। 

एक समकोर जिसके आधार त्रिभुज, चतुभुज या बहुभुज हों 
क्रमशः जिभुजी, चतुभजी या बहुसुजी समकोर कद्दलाता है। 


चित्र ९० चित्र २१ 


६४ [ ढोल ज्यामिति 


जिस समकोर के भ्रुजा कोर आधारों पर लम्ब हो उसे लामश्यिक 
समकफोर कहते हैं। अल्तु, एक लाम्बिक समकोर के भ्रुजा फलक 
आयत होते हैं | शेष सब समकोर तिय क कहलाते हैं | 


समानाफतलक 


(३) समानाफलक उस 
बहुफलक़ को कहते ईं जो समाना- 
न्तरसमतलों के तीन जोड़ों से 
धिरा हों । दूसरे शब्दों में, समाना- 
फलक वह समकोर है जिसके 
आधार भी समानाभुज हों । 





अभ्यास ३० ] ६५ 


अभ्यास ३० 


(१) किसी समानाफलक के वारह कोरों को चार-चार समान 
ओर ब्वमानान्तर कोरों के २ दलो मे बाट सकते हैं | 


( २ ) किसी समानाफलक के छुओं फलक समानाभुज होते हैं। 
( समकोर की पहली परिभाषा से सिद्ध करो ) 


(३ ) किसी समानाफलक के सम्मुख फलक सर्वागंसम होते ईं | 


(४ ) यदि किसी समानाफलक के सम्प्रुख फल्कों कों एक समतल 
से काटे तो एक समानाअुज प्राप्त दोगा | 


(४५ ) किसी समानाफलक के किन्हीं चार कोरों के मध्य बिन्दुओं 
को मिलाने से एक समानाभ्रज बनता है। 


(६ ) किसी समानाफलक के बारह कोरो के वर्गों का योग उस के 
चारो विकरणों के वर्गों के योग के बराबर होता है। 


(७ ) समानाफलक के विकर्ण बिन्हुगामी होते ईं और एक दूसरे 
को अधियाते हैं | * (६० बो० १९३४ ) 


मान लो कि (क ख ग घ, के खे गे घे ) एक समानाफलक है | 
क ग, के गे, क गे, ग॒ के को जोड़ो | 


अब, चेँ कि क के, ग गे समान और | हैं, अस्त श्राइति क के 
मे ग एक समानाश्ुज है । 


““ इस के बिकश क गे, ग के एक दूसरे को अधियाते हैं | 
अस्तु, कगे के मध्य बिन्दु मे मेंसे ग के गुजरता है| 
इसी प्रकार, ख गे, क थे को जोड़ कर इस सिद्ध कर सकते है 


। [ ठोस ज्यामिति 


कि खथे भी उसी बिन्दु म भे से गुजरता है और उस पर अधि- 
याता है। ' | 

इसी प्रकार, चौथा विकर्ण घ्ते भी । 

मे प, मं कफ, भ व किसी समानाफलक के तीन बिन्दुगामी कोर 
हैं। सिद्ध करो कि जो विकर्ण म के सध्येन जाता है। 

(८) ७ पफ ब के केन्द्रव मे से होकर जाता है 

(६ ) उसको समतल प्‌ फ ब समत्रिभाजित करता है 


आयतज 


(४ ) जिस समानाफलक के सब फलक आयत हों, आयतजञञ 
कहलाता है। जिस आयतज के सब फलक वर्ग हो, घनज कहलाता है | 


क्के 


फ्छ 


ग्रह 
से 


चित्र श्इ चित्र १४ 


श्द्ध 


[ ढोस ज्यासिति 
अभ्यास ३१ 


सिद्ध करो कि किसी आयताकार ठोस में 


(१) प्रत्येक कोर जिन दो फलकों से मिलता हे उन पर लम्ब 
देता है । 


(' २) कोई भी तीन बिन्दुगामी कोर परस्पर लम्ब होते हैं। 


(३ ) प्रत्येक फलक जिन चार फलकों से मिलता है उन पर लम्ब 
होता है , और छुठे के ॥ होता है । 


(४ ) किसी बिकर्ण का वर्ग किन्ही तीन बिन्दुग़ामी कोरों के वर्गों 
के योग के बराबर होता है। 


सिद्ध करो कि किसी आयतज के विकरण बराबर होते हें । 


(५ ) यदि किसी कमरे की श्म्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई 
क्रमशः क, ख, ग हो तो उसकी दीवारों का ज्षेत्रफल 
रंग ( क+ख ) होगा। 


(६ ) एक आयताकार होज़ के विस्तार ८,१० और १२ इञ्ज हैं। 
हौज्ञ में कितनी समाई है ! 


(७ ) एक फौलादी छुड़ १२.२ सम लम्बी, ३.५ सम चौड़ी और 
१.३ सम मोटी है। यदि फोलाद का विशिष्ट धनत्व ७.८ है 
तो छुड़ का भार निकालो | 


( ८) एक आयताकार ठोस के १ बिन्दुगामी कोरों की लम्बाइयों 
का योग तल, और विकर्ण की लम्बाई व, है | ठोस का तल 
निकालों | 


अभ्यास ३३ ] | ३६ 


(९ ) एक आयताकार ठोस के विस्तार ३:४:७ की निष्पति में हैं 
ओर उसका पूर्ण तल १०९८ वर्ग गज़ है। उसके तीनों 
विस्तार निकालो। 


(१० ) एक आयताकार तालाब ४० फीट लम्बा और ३२ फीट 
चौड़ा है। यदि उसमें एक नल से पानी भरा जाय जो 
१ मिनट में ४० गैलन पानी देता है तो तालाब में प्रति 
घटा कितने इश्च पानी बढ़ेगा ! (६३ गैलन-- १ घनकफुट) 


(११ ) १६” भुजा वाले एक घनज में बड़ी से बड़ी रेखा कितनी 
लम्बी खींच सकते हैं 


( १२ ) किसी घनज के दो विकरणों का मध्यस्थ कोण निकालों | 


१०० 


बह 
री 


(५) लास्विक समकोर का 
भुजा तल । कं 
मान लो कि समकोर के आधार की 
भुजाओं की लम्बाइयाँ की, खी, गी..- 
है, और ऊ समकोर की ऊँचाई है | द् 0१ 
वो, सष्ट दे कि समकोर का भुजातल हर 
न्शभायत क ख खे के+-आयत खग 


गे जे--... च कर 
चित्र २* 
न्‍्की ऊ+ खी ऊ+गी क+ «.. । 
सक्ती+खी+गी-+....) ऊ। 
#(श्राधार की परिमिति) ८ ऊँचाई । 
(६) लास्विक समकोर का खरे ये गे 


धनफल | 

मान लो कि त्रिभुजी आधार 
खथगपर(कख ग, के खें थे ) एक 
लाम्बिक समकोर हैं | 

क के के मध्येन एक समतल खींचो 
जो सम्रतल ग गे खें ख पर । हो और 
उसे रेखा प पे में काटे | ह 

कके मध्येन खथ के | चछ 
खींचकर आयत खग चछु को पूरा चित्र ५६ 


करों। आधार खगच छ ओर अवलम्ध क के पर एक आयतज 
बनाओ | 





अश्यास ३१ ] ३०३ 


स्पष्ट है कि आधार के ख ग॒ का समकोर 

#डे (आधार ख ग च छु का आयतज ) 

न॥ (आधार ख गच छ) 2 ऊँचाई। | । 

“(आधार क ख ग)»९ ऊँचाई । 

यदि समकोर बहुभुजी हो तो कई तिपहले 
समकोरों में विभाजित किया जा सकता है 
जैसा कि चित्र ५७ में दर्शाया गया है। 
अस्तु, 

किसी भी लाम्बिक समकोर का धनफल 

#+(तिपहले आधारो का योग) « ऊँचाई बे [ 

न (आधार का क्षेत्रफल) ८ ऊँचाई | चित्र ४७ 

उपसाध्य १--तियंक समकोर का घनफल 

“(आधार का क्षेत्रफल) २९ अवलम्ब 


२---समकोर जिनके आधारों के क्षेत्रलल और अवल्लम्ब बराबर 
हो, घनफल मे बराबर होंगे । 





१०२: [ ढोस ज्यामिति 


अभ्यास ३२ 


(१ ) यदि किसी समकोर को आ्रधारों के | एक समतल काटे तो 
कठान आकृति आधारों से सर्वा्गंसस होगी। 


अस्त, समकोण का छित्र, जो आधारों के ॥ किसी समतल से 
काटा जाय, समकोर होता है। 


(२) किसी समकोर के | समतल-काट सर्वागंसम होते हैं | 


(३ ) एक लाम्बिक समकोर का आधार एक चत॒भंज प फ ब॒ से 
है जिसमें प फ--५, फ बर+७, बभन्‍ू८, से पर-१२, 
/- प-5६०" । यदि समकोर की ऊँचाई १० है तो उसका 
पूर्णतल और घनफल निकालो | 


(४ ) एक समकोर का आधार एक समकोण ५५ है जिसका कर्ण 
१७” है। यदि उँचाई १" है और आयताकार फलकों के 
क्षेत्रलों का योग ४८० वग इंच, वी आधार की शेष 
भुजाएँ ज्ञात करो | 


(५ ) एक बानात के डेरे का फश ८/ वर्ग है। उसकी चोटी ७! 
की ऊँचाई पर एक ज्ञैतिज रेखा है | अ्रगाड़ी और पिछाड़ी 
उर्ध हैं और शेष दोनों दौवारे ४' की ऊँचाई तक ऊर्ध हैं। 
डेरे में कितनी बानात लगेगी और उसकी समाबृत्ति कितनी 
होगी ! 


(६ ) एक दीवार के सहारे रेत का एक ढेर लगा है जो ४' 
चौड़ी भूमि ढक लेता दै | रेत का तल क्षितिज से ३०" का 
कोण बनाता है। एक घनफुट के निकटतसम दशम भाग तक 
बताओ कि दीवार की १ फुट लम्बाई पर कितना रेत 
खड़ा है। 


अभ्यात्त २ ] १०३ 


(७ ) एक पैसेंजर, जो ३० मील प्रति घण्टे की चाल से चल रही 
है, ४० सेकिए्ड में एक सुरंग पार करती है | सुरंग का ऊर्घ- 
काठ १० ऊँचाई का एक आयत है जिसपर ४” ऊँचाई 
का एक सम्रद्दि समकोण /« खड़ा है। सुरंग को बनाने में 
कितनी मिट्टी निकली होगी ! 


(२) हरम 


(७) हरम उस बहुफलक की कहते हैं जिसका'एक फलक, जो 
आधार कहलाता है, कोई ऋजुभुज हो, और शेष सब फलक त्रिभुज 
हों जिनका साव शीर्ष आधार के समतल के बाहर हो । 


मर मर 
फे ध 
ग ख 
गे 
54 शव 
चित्रश्ण चित्र && 


उस हरम को लाम्बिक कहेंगे जिसका (क) आधार एक सम भुज 
हो ( सम 8, वर्ग या सम बहुभुज ) (ख) शीर्ष उस लम्ब पर स्थित 
हो जो आधार के समतल् पर उसके मध्यबिन्दु ( अन्तः केन्द्र या परि- 
केन्द्र ) के मध्येन खींचा जाय । 

एक इरम क्रमशः तिपहला, चौपहला 
या बहुपहला कहलाता है यदि उसका 
आधार त्रिभुज, चत॒र्भुज या बहुमज हो | 


चिन्न ६० 


हरस |, १०५ 


(८) एक हरम का, , 
आधार के समानान्तर, समतल 
काट आधार के समरूप होता 
है 

मान लो कि (सम, क ख ग॑ 
धच) एक हरम है और के 
खे गे थे थे आधार के | किसी 
समतल का काठ है। 

अब, | समतल कख ग 
धच, केखें गेघे थे तीसरे 
समतल्न मकख को क ख, 
के खे परकाटते हैं।... चित्र ६१ 

के खें ॥ क ख । (साध्य १३ ) 

इसी प्रकार, खे गे | ख गे, गे घे ॥ ग घ.... 

अस्त, आकति के खे गे घे थे के सब ८ क्रमशः बराबर हैं 
आकृति क ख ग घ नव के संगत कोणों के | 


फिर, समरूप ७ मके खें, मकख और म खे गे, म खग 
मे से 





(९ ) एक हरम के, आधार के समानान्तर, समतल काट का 

क्षेत्रफल शीर्ष से अपनी दूरी के वर्ग के अनुपात में घटता बढ़ता है। 

मे से आधार पर मं प । डालो जो समतल काट से पे पर मिले। 
कप, के पे को जोड़ो। 


१७६ [ ढोस च्यामिति 


' श्राकृतियाँ के खे गे घे से, क ख ग घ थे समरुप है , 
. आकति के खे मे थे चेक पे 
' आकति क खग धर कप 


बेर 
त्झ्न्क्ा (समरूप ७ मे के खे, म क ख से ) 


ब् न (समरूप (५ मे के पे, म क प से )। 


उपसाध्य १--यदि किसी हरम के, आधार के समानान्तर, 
दो समतल काट लिये जायें तो उसके क्षेत्रफल, उनकी शीष से बूरियों 
के वर्गों' के अनुपात में होंगे । 
(२ ) यदि दो हरमों में जिनके 
(क) आधारों के क्षेत्रफल बराबर हों, 
(खु) अवलम्ध बराबर हों, 
समतल काट लिये जायें जो 
(ग) आधारों के समानान्तर हों और 
(घ) शीष॑ से समान दूरियों पर हों, 
तो उन समतल कारों का ज्षेत्रकल बराबर होगा | 
(१० ) लास्बिक हरम का तिरछा तल जिसका आधार स 
भुजाओं का सम बहुशुज है। 
चूँकि हरम लाम्बिक है, अस्ठ 
सब कोर म क, म ख. «समान हैं | 
इसलिए मक ख, मं ख ग.... सब 
समान समह्वि / हैं । 
समतल क खगघ च॑ पर म प्‌ 
4 डालो, और प से क ख पर पत्त 
3 डालो | 
तोमल. ॥ कख, अस्तु क ख 


का मध्य बिन्दु ल हुआ। 





हरस ] १०७ 


मल दरम की विरछ्ी ऊेचाई है । 
अरब, तिरछ्ठा तल «सं. ७ मं कख | 
ल्‍स. 2 कख > मल। 
जय ( आधार की परिमिति )४ तिरछी ऊँचाई। 
पूर्ण तल >+तिरक्ा तल +आधार का ज्षेत्रफल । 
' (११ ) दो दरम जिनके 
(क) आधारों के क्षेत्रफल बराबर हों, और 
(ख) अवल्म्ब बराबर हों, 
घनफल में बराबर होंगे। 





चित्र ६३ 


मानलो कि (स, क ख गघ ), ( मे, के खे गे 
हैं जिनके अवलम्ब और आधारों के क्षेत्रफल समान हैं। 522 
हरमों को एक ही समतल थ र पर र्क्खो 
मान लो कि य र के || एक सम्रतल हरमों को ऋजुभजों ह 
भी थी, को खो गो घो पर काय्ता है जिनके क्ेत्रफल बराबर बा 


(६ ९ उपसाध्य २) 
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इस समतल के ऊपर, बहुत ही पास में, उसी के.॥ एक और सम- 
तल लो और दोनों समतलों के बीच में, आधारों की खी गी घी और 
को खो गो घो पर दो लाम्बिक समकोर बनाञ्री। 


' तो इन समकोरों के घनफल समान होंगे. (६ ६ उप साध्य २ ) 


अब || समतलों की एक भरे णी बनाओ और कऋ्रसागत समतलों से 
प्रत्येक जोड़े के बीच में एक जोड़ा लाम्बिक समकोर बनाओ | 


इन में से एक हरम का प्रत्येक समकोर घनफल में दूसरे हरम के 
सगत समकोर के बराबर होगा | 


अब, समतलों की संख्या अनन्ततः बढ़ाओ । 
सीमा में, प्रत्येक हरम अपने समकोरों के योग़ के बराबर होगा | 
अस्त, हरमों के घनफल बराबर हुये | 


चित्र में चौपहले इर्म ही लिये गये हैं परन्तु तक बिल्कुल 
व्यापक है | 

(१२ ) हरम का घनफल । 

(क) पहिले एक तिपहला हरम 
(मं, क खग ) लो। 

मे के मध्येन समतल क ख गे 
के | समतल मे च छ खींचो। 

ख च, ग छु खींचो क म के ॥ 
जो इस समतल से, चर, छु पर मिले। 

अब (कखग, म चछ) 
एक ससकोर बन गया | 


खछुकोजोड़ो। 
अब, उसकोर (फेखग, मच छ ) 





ऋहरम (मं, क खग )+हरम (म, ग खचछ ) 
ब्ूहर्म (स, के खग )+हरम (मं, ग ख छ )+ हरम' 

(म, खच छ ) 

अब, हरम ( मं, ख थे छु ) को हरम (ख, म च छ ) भी कह 
सकते हैं। । | ह 

और हरमों ( ख, म च छ ); ( सम, क ख ग ) के घनफल बरा- 
बर होंगे क्योंकि उनके आधारों के क्षेत्रफल बराबर हैं, और अवल्म्ब 
एक ही है। 

इसी कारण से हरमों (मं, ख च छु ), (म, खगछ) के 
घनफल भी बराबर होंगे । 

अस्तु, चूँकि तीनों हरमों के घनफल बराबर हें, 

हरम ( म, कफ ख ग ) 5-३ समकोर (क ख ग, ख च छ ) 

» है ( आधार का घनफल )» ऊँचाई । 

(ख) यदि हरम का आधार एक 
बहुभुज हो तो उसके विकर्ण खींच कर 
हरम को कई तिपहले हरमों में विभाजित 
कर सकते हैं जैसा चित्र में दर्शाया है। 

अस्तु, किसी भी आधार के हरम का 
चनफल 

“डे ( आधार का क्षेत्रफल ) 
9» ऊँचाई | 

चित्र ६% 


(१३ ) एक समकोर का वह भाग जो ऐसे समतल के काटने से 


बने जो आधार के समानान्तर न हो, विच्छिन्न समकोर 
कहलाता है। 
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# 


मान लो कि (कखरा, के खे से 
एक दिच्छिन लाम्ब्कि निपहला उम्रकोर 
जिउकी 9... वाइ्वाँ क] [») जब ननरआ, 
जेतकी सँचाइवाँ की, खी, गी हैं । ठम- 





घनफल 

#्च्म (गे,क खग) + इरस 
(गे, क ख खे के | 

अब, हतम (गे, क ख ग )" ३ नी 
> &कख ग, चित्र ६६ 

और हृस्न ( गे; क ख खे के ) 

४-3 ( उमलन्भुज क ख खें के )( गे ते उमतल क ख खे के 
पर डाला यवा ।. ) 

नूउ3४ (की+खी) >क ख>2< (गतेक ख पर डाला 
गया 3 ) 

ज3 (की+खी ) # ७४ कखग। 

अस्त, ठोत का घनफलऊऋ-ड (की+खी+गी) » *क 
खय। 








अभ्यास रे३ ] १११, 


अभ्यास ३३ 


( १) एक लाम्बिक हरम का आधार ६ सम की भुजा का वर्ग 
है और शेष फलक सम «४ हैं | घनफल निकालो | 

आधार और एक भुजाफलक का मध्यस्थ द्वितल ८. भी ज्ञात 
करो। 

मान लो कि दरम के आधार 
फकखगधपरभमप  है। 

गधघपर पय 3). डालो। 
मे थ को जोड़ो जो कि ग घ पर 
4 होगा । 

अरब, ७ मगघ सम / 
है जिसकी भुजा ६ सम है । 

«', मध्यिका मं य5-३./ ३ 
सम । 

और प यू ३ सम | चित्र ६७ 

', मे ए*+(३,/३)१--३१ -+ १८ वर्ग सम । 

अस्त, म प> ३,/२ सम 

«. दम का घनफल--3( वर्ग क ख गघ )><स प। 

ज है. ३६. ३,/२ घन सम न्‍+ ३े६./२ घन सम | 


और कोज पय म्८- प्रचाँ मी, अडिग 


| आम मर | 

३/३ /३ 
>१ १ 

अस्त, द्वितत / "कोच. 75 


(२) निकट्तम घन इश्च तक एक लाम्बिक हरम का घनंफल 
बताओं जिसका आधार १० की भरुजो का 'एक सम 
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पट्भुज है और किसी भुजा के मध्य बिन्दु से शौर्ष तक 
तिल्लीं ऊँचाई १० है। 

(३) एक लाम्बिक हरस का श्राधार १० सम की भुजा पर एक 
सम & है और अवलम्ब ५ सम है। 

ज्ञात करो (क) तिछी ऊँचाई (ख) एक भुजा फलक का ज्षेत्रे- 

फल (ग) एक भुजाफलक और आधार के मध्यस्थ द्वितत कोण की 
कोज्या । 

(४) एक लाम्बिक हरम में से, जिसकी ऊँचाई १२” और 
आधार ६” की भुजा का वर्ग है, बड़े से बड़ा घनज इस 
प्रकार काठ गया है कि उसका एक फलक हरम के 
आधार के समतल में स्थित है। घनज के कोर की लम्बाई 

ज्ञात करो | ( बनारस १९३६ ) 


(५४) एक लाम्बिक हरम में से, जिसकी ऊँचाई र इश्च और 
आधार अ इश्च की भुजा का वर्ग है, बड़े से बड़ा घनज 
इस प्रकार काटा गया है कि उसका एक फलक हरम के 
आधार के समतल में स्थित है । सिद्ध करो कि घनज का 


कोर अझ 
अ+ऊ हे। 


(६) क ख़ग घ एक वर्ग आकृति का काग़ज़े है, ख ग और 
ग॒धघके मध्य बिन्दु च, छ हैं, और कागज्ञ को रेखाओं 
कच, चछ, छुक पर भोड़ कर एक हरम बनाया 
गया है। 

सिद्ध करो कि फलकों के क्षेत्रकल १:२: २: ३ के अनुपात में हैं 

और हदरम का घनफल उस घनज के घनफले का है है जिसका एक 
फलक न्यस्त बे हो । 


5] 
भ्रम्थास रैरे | 


तर 


चित्र ६८ चित्र ६६ 
मान लो कि इच्छित दरम (म, क च छ ) है, अस्त, ख, ग, घ 
की नई स्थिति म है| 
यदि वर्ग की भुजा २ अ है, 
तो क गनूर अ./२; क यल्‍ूक ग>य गरे 


हऋ _देओआ 
स्ञ/२ “एइछर है 
मंछुच्घछुनल्अ मं चज््ख चनच्अ ; ये छुन्झी ॥॒ 
हि 
हपलप बल 
रे ] 


समतल क च छू पर म प्‌ । डालो । स्पष्ट है कि प रेखा ऋय 
पर पड़ेगा । 


मान लो कि प य-ह| | 
अब, ५ ॥ य+-प य*+नज्म पं ल्भ को -- क पे 


“पू- “ई र+ ( र्श्न ) ( रे प्र ईृ ) 
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श्र्षाद,. क-वध्आ “हू +रेत्र ई/२ 


२ च्ृ 
अर्थात, शेआअ है/ २-६ - बआ* -+- नर 


ञ्र 
अस्तु बडे इ7९ -- | 
» इन 7३ 
अब, & मच छु-४ ग चर छच्आ | 
र्‌ 


5मकछुनचन्धच क छुत्त्झ" | 
इसी प्रकार, & मकच जच्आ'। 
_ झा रेआ _ रेआअ* 
&5& कचछुन्न्य छ॑ के से हा | 
“5७ मचछःा७मकछु७ मकच३० फचलछे 
४ नल ; आग ; अ' 3३ अरे 
ज११२३२१३ 


और म प+८स यर-प ये (>२) (छ्ुछे 


इ5 डर .. .१ २... 8 
बट ञ्रं ब्‌्ट ञ््र ल्ल्चु श्र रे । 


अस्तु मपचूनज्उे अ। 

«“. हेरम (भ, क च छ ) का घनफल> ३ ७ कच छु मप 
नहर अआ . कह अ 
चत्क्छ ( रे) 


ज«+ | ( घपनज जिसका आधार वर्ग क ख ग घ हो ) 
(७ ) यदि एक लाम्बिक तिपहला समकोर दो समतलों से काटा 
जाय तो समतलों के बीच के कटे हुये भाग का घनफल 
बराबर होगा लाम्बिक काट और तीनों भुजा कोरों के योग 
के तिद्दाई के गुशनफल के । 


चतुष्फलक 


(१४ ) तिपहले हरम को चतुष्फलक को कहते हैं। अस्तु 
चतुष्फलक उस बहुफलक को कहते हैं जो चार समतल फल्कों से 
घिरा हुआ हो | 

जिस चतुष्फलक के सब कोर बराबर हों, सम चतुष्फलक 
कहलाता है। ; 

(१५ ) जो चार रेखाये एक चतुष्फलक के शीषों' को सम्मुख 
फल्कों के केन्द्रवों से मिलाती हैं, बिन्दुगामी होती हैं और कटान बिन्दु 
उनको ३: १ के अनुपात मे विभाजित करता है। 

मान लो कि (मं, क ख य 
ग) एक चतुष्फ्लक है, और 
च, छे, ज, रा क्रमशः फलकों 
कखग, ख मग, गभ क, 
कम ख के केन्द्रव हैं | 

तो सिद्ध करना है कि मं 
च, क छू, ख ज, ग रे बिन्दु- 
गामी हैं। 

मान लो कि ख ग का 
सच्य बिन्दु घ॒ है। चित्र ७० 


मच, क छू, क घ, म घ, च छु को मिलाओ। 
स्पष्ट है कि जे छू, क्रमशः क घ, म घ पर स्थित होंगे | 
अब, '' कच:चघचन्‍-२३१ >्म छुप्छु थ। 
«. चंछ॥कभम। 
भस्त, च मं, छक इन | रेखाओ के समतल में स्थित होंगी 
और इस लिये किसी बिन्दु प्‌ पर मिलेंगी | | 
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अ्रव, स पःप चतचत्म क: छुच (समरूप ७7 भ कप, 
चपदछुसे) 
नन्मघःश्छुघ ( ” मक घ, 
छुचघतसे) 
क्लब १ 
अ्रस्त, मं च, क चर को एक ऐसे बिन्दु प पर काटती है जो मन्‍च 
को ३४१ से अनुपात में विभाजित करता है | 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि ख ज्, ग क भी सम च्व॒ को 
इसी बिन्दु प पर काट्ती हैं। 
अस्तु, चारों रेखायें म॒ च, क छ, ख ज, ग # बिन्दुगामी हैं 
और क प + प छुतत्म प: प्‌ च-- ३: १ 
अस्तु, प्रत्येक ३ ; १ के अनुपात में विभाजित होती हैं | 
(१६ ) जो तीन रेखाये एक चतुप्फलक के सम्भ्मुख कोरों के मध्य 
बिन्दुओं को मिलाती हैं, बिन्दुगामी होती हैं और एक 
दूसरे को अधियाती है । मर 
मान लो कि (म, क ख ग ) एक 
चतुष्फलक है और च, छु, ज; ८, 5, 
ड क्रमशः सम क, म ख, मे ग, ओर 
खगथा, गक, क ख के भध्य बिन्दु हैं। 
चड,डठ, द ज, ज च, चर ८, 
जड़ को जोड़ो। 
अब, आकृति डट जच एक 
समानाभुज है | 
अस्तु, इसके विकण चट,जड 
एक दूसरे को अधियाते हैं। चित्र ७१ 
अर्थात्‌ ज ड, च ट के मध्य बिन्दु प में से जाती है, और स्वयम्‌ 
भी प पर अधियाती है। 





चतुष्फलक ] 


इसी प्रकार छु 5 भी | 

( १७ ) जिस चतुष्फलक के सम्मुख कोर बराबर हों, उसके 

(क ) चारों भुजा फलक सर्वागसम होंगे । 

( ख ) किसो शीर्ष के फलक कोणों का योग १८०" होगा | 

मान लो कि ( भ, क ख ग ) एक चत॒ष्फलक है जिसके सम्मुख 
कोर बराबर हैं | 


७ भमकख, खक व में, प्र 
मक युगल है, मगजूक ख; 
मखनन्‍्कग। 


अस्तु, ७ सर्वागसम हैं। 
“.८- कम ख"-/ मकग। 


इसी प्रकार, / ख मगर5- ग ख़ 
८“मगक। 

«., ८“ कम ख+ ख भ रान॑- कक 
ग मकर 2. मकगकमगशणक-+ चित्र ७२ 
के मे ग्रे १८० 


( १८ ) यदि एक चतुष्फलक के दो कोर क्रमशः अपने सम्मुख 
कोरों पर । हों तो तीसरे जोड़े के कोर भी परस्पर । होंगे। 





पक्रघ [ ठोस श्यामिति 
मान लोकि (म, क ख ग ) एक चत॒ष्फलक है जिसमें मे 
ख.] कग, मक | ख ग। 


तो सिद्ध करना है किमग | 
कख। 


मान लो कि मक, म ख, मग 
ओर ख ग॑, ग क, क ख के मध्य बिन्दु 
क्रमशः थे, छ, ज और ८, ठ, ड हैं। 


तोट उच ज एक समानाभुज है| ४ 


परतु, चज ॥कग, चड।॥ 
मख और मख । कग | 





“« चज | चड ( साध्य १८ ) 


अर्थात्‌, आकृति ट5ड च ज एक आयत है, अस्ठ, इस के 
विकर्ण च ट, ड ज बराबर हैं । 


इसी प्रकार, हम सिद्ध कर सकते हैं कि थ्राकृति ठ ड छ ज एक 
शआयत है, अस्तु इसके विकर्ण छु ठ, ड॒ ज भी बराबर हैं। 


«व चतड जन्छु 5 | 
अब, समाना्ज 6 ठ च छ मे विकर्ण धर 2, छ ठ बराबर हैं। 


“« आइति ,.८ ठ व छ एक आयत हो गई, अस्तु च छ 
+चठढठ। 


परन्चु, क ख | चछ और सम ग ॥ च 5 । 
«, मेंग |. क ख। 


चतुष्फल्क ] १३३ 


(१९ ) सम चतुष्फलक का तल और घनफल । 
मान लो कि (म, क ख ग) 


प्र 
एक समचतुष्फलक है, और म॒ प 
आधार के ख ग पर -- है। है 
«& मपक, मपग में, ' 
प पर के कोण सम ८. हैं, कर्ण / 
मक, सग बराबर हैं, और क प्ज्ञ ब /--> ही ग्‌ 
भुजा भ प युगल है| इ 
«, & सर्वागंसम हैं, अस्त ॥ 
पकतन््पवण। सर न्‍ 
चित्र ७६ 


इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि प ख-प कफन्नप गे | 
अस्तु प » क ख ग का परिकेन्द्र हुआ | ' 
मान लो कि चतुष्फलक का प्रत्येक कोर १ञअ्र है। 

मान लो कि ख ग का मध्य बिन्दु घ है। 

क घ, म ध को जोड़ो | 

अ्रव , सम ४ क ख ग की साध्यिका क घतचअझ /३। 
ओर सम ८५ म ख ग की माध्यिका मे घब्न्झ,/२। 





ञ | 
है #रि 
.., म प*न्‍चम ध* -प घने र रअ* “पर +-र- 


अर्थात्‌ भ पर सी 


१२० [ ओस ज्यामिति 


(क) चतुष्फलक का तल-४ ७ मु खग 


है 


(ख ) चतुष्फलक का घनफल 5३ “ कख ग>म प 
च््द ३(२थ)+,/२ न है श्र ध्द स्ञ् २ 
४ ४ रे ३ 


(२० ) एक सम चतुष्फलक के दो सम्मुख कोरों के बीच की 
न्यूनतम दूरी,' एक कोर पर खिचे वर्ग के विकर्ण की आधी दोगी । 

मान लो कि (मं, क ख ग) य 
एक सम चतुष्फलक है जिसका 
कोर सश्र हे । 

मान लो कि खग, कम 
के मध्य बिन्दु च, छु हैं! 

तक, चछु, चम को # 
जोड़ी । 

तो ख ग, क म के बीच की 
न्यूनतम दूरी थे छू होगी | 

हम ६ १६ में सिद्ध कर चुके चिश्र ७७ 
हैंकिच मण्ज्चय क-्अ,/३। 

और थे, लग का मध्य बिन्दु है जो सम 0 सम खग् का 
आपार है। ' 

«मंच । ख ग। 

इसी प्रकार, कच । ख ग। 

“- समरतल चमक । खग। ( साधथ्य ४ ) 





चतब्फक्षक ] १२१ 


अस्तु चछ भी, जो समतल च म क में स्थित है, ख ग 
पर । है। 

अब, समद्वि « च क मं के आधार का मध्य बिन्दु छु दै। 

चछ | कम। 

अस्त च छ, जो कि ख ग, क म दोनों पर । है, इनके बीच की 
न्यूनतम दूरी हुई। 

और च छु*-च म* -छ म*-(अ,/३)९ -- झअ१- रे 

अर्थात्‌ 2 छु-अ,/२०३ (रअ,/२) 

++ ( कोर पर खिंचे वग का विकर्य )। 


१२२ [ छोस ज्यामिति 
अभ्यास ३४ 


(१ ) यदि किसी चत॒ुष्फलक को एक ऐसा समतल काटे जो दो 
सम्मुख कोरों के ॥ हो तो कठान आकृति एक समानाभ्रज 
होगी । 


(२) एक समचतुष्फलक और एक लाम्बिक त्रिभुजीय हरम में 
क्या सेद है १ 


( ३ ) एक लाम्बिक त्रिभुजीय हरम में जो तीन कोर शौषे पर 
मिलते हैं, बराबर होंते हैं 


(४ )विलोमतः, यदि एक चतुष्फलक का आधार एक सम ८६ है 
ओर तीनों शौरषगामी कोर बराबर हैं तो चत॒ष्फलक 
लाम्बिक होगा | 


दूसरे शब्दों मे, ऐसे चत॒ुष्फलक में शीष॑ से आधार पर डाले गये 
लम्ब का पाद-बिन्दु आधार का परिकेन्द्र होगा । 


(४ ) प्रश्न (४) के चतुष्फलक में सम्मुख कोर । होते हैं। 


(६ ) प्रश्न (४) के चतुष्फलक में सम्मुख कोरों के वर्गो' का योग 
अचल होता है। 


(७० ) किसी चठ॒ुष्फलक के कोरों के वर्गों का योग, सम्मुख कोरों 
के मध्य विन्दुओं की संयोजक रेखाओं के वर्गो' के योग का 
चौगुना होता है।..' 


(८) एक चत॒ष्फलक का आधार एक सम « है जिसकी भुजा 
४” है ओर शेष फलक समद्रि / हैं जिनकी समान भुजाये 
घू की डर त्ौ 


भम्यास ३४ ] १२३ 


(क) आधार और एक भ॒जा फलक, 
(ख) दो भुजा फलकों.. 
के मध्यस्थ कोण का मान बताओ | 
(६ ) एक लाम्बिक त्रिभुजीय दरम और एक समचतुष्फलक एक 
आधार पर खड़े हैं ओर पहिले की ऊंचाई दूसरे की 


ऊँचाई की आधी है। आधार ओर एक तिरछे तल के 
दितल कोश का मान निकाले ।_ ( बनारस १६४२ ) 


(१० ) मं क, मु ख, मं ग एक घनज के तीन बिन्दुगामी कोर 
हैं जिनमें से प्रत्येक का मान अ है सिद्ध करो कि 


( के ) हरम ( स, क ख गे ) का घनफल + है अ3 
(ख)म से समतल कखग पर डाला गया लम्ब 
१ (इलाहाबाद १६३५) 
फू 
रे 


बच 


) 


(के) दहृरम (भ, क खग ) रे 


ऋहस्स (ग, मकख) प्रिय, 


4 ४ मकख+$८मग 
३-३४ अं". अज> है अ२ | 


(ख) &७कख गसठुम / है क 
जिसकी भुजा अ,/२ है।' ८ 
“,. ८४ के ख ग्‌॑ ० 


कर सु चित्र छ८ 
(अ/२ )*/२_ आर /३ 
५ एन ग् टव || 


हे श लोकिसमतल कखग पर मप | है जिसकी लम्बाई 


११४ [ ढोल श्यामिति 


तो, इरम ( म, क ख ग) रु्डई 0 क खग>सप 
अरथांद्‌ ६ अर अ रैदी। 


नकद! 

(११) मक, म ख, संग एक घनज के बिन्दुगामी कोर हैं। , 
प्रत्येक का मान ४' है | चतुष्फलकक (मं, कख गे ) का 
तल निकालो । 

(१२ ) किसी घनज का एक शीष्ष म है और प, फ, व उन 
कोरों के मध्य बिन्दु हैं जो मे पर मिलते हैं। यदि (म; 
क ख गे ) और शेष सब शीर्षो' पर के संगत चत॒ष्फल्क 
निकाल दिये जायें तो लब्ध ठोस में कितने शीष, कोर और 
फलक होंगे ! इस ठोस के घनफल की घनज के घनफल से 
क्‍या निष्पत्ति होगी ! 

(१३) मक, सख, संग तीन सरल रेखायें परस्पर 3 हैं 
जिनके मान क्रमशः की, खी, गी हैं । सिद्ध करो कि 

(क ) हरम ( मं, क ख ग ) का घनफल ++ है की खी गी। 

(ख) » क ख ग का ज्षेत्रफत्त--२./ खी “गी२ +गी* की'* 

+की* खी* । 

(ग़) मे से समतल क ख ग पर डाला गया लम्ब 
वन्‍ूकी खी गी। /खी* गी+गी की + की *खी* 

( इलाहाबाद १६३६ ) 


हरम का दिल्न 


(२१ ) हरम का छित्न दरम के उस भाग को कहते हैं जो 
आधार और किसी ऐसे समतल के बीच स्थित हो और जो आधार के 
समानान्तर हो । 


मान लो कि एक हरम (मं, के 
खगणगध) का छित्र (कखग घ, 
कीखीगीधी) है। 

8८ से स्पष्ट है कि आइतियाँ 
की खी गी धी, क ख ग॑ घ समरूप 
हं। 

और यदि मर पी प समतलों की 
खीगीघी, क ख गधघ पर । है तो 


आकृति की खी गी घी _मपी', चित्र ७६ 
आऊंति क ख गंध म पूरे 


( २२ ) एक ल्ास्बिक हरभ के छिन्न का तिरछा तल जिसका 
सम आधार ख भुजाओं का है। 


तिरछा तल स्॒ बराबर समलम्भुजों से बना है । 


ही. 02% कस पक ख खी की की | भुजाओं के बीच की 
लाध्विक दूरी ल है। यह लम्बाई जो सब समलम्भुजों के लिये एक सी 
होगी, छित्र की तिरद्धी ऊँचाई कहलाती हे । 


अब, तिरद्चा तल -स्त्र »८ (समलम्भुन क ख खी की का चेत्रफल) 





4२६ [ ढोस ज्यामिति 


न्स>३( की खी+क ख )2८ल | 

 +0(स. की खी+स. क ख )*ल | 

++३( सिरों के घेरों का योग ) ८ तिरह्नी उँचाई | 

( २३ ) एक लास्विक हरम के छिन्न का घनफल जिसका सम 
आधार स भुजाओं का है | 

मान लो कि छिन्न की ऊँचाई पी पक | 

मान लो कि म पन्‍"ऊ+,, म पीर ऊ२, अस्त ऊ, -ऋष नूऊ 

मान लो कि आकृतियों क ख ग घ और की खी गी घी के ज्ञेत्र 
कक क्षे, और क्षे, हैं। 

धृ ध्व ब्न्ण् 
वोझुरेचक्ध + र (सानलो )। 


है| 4 
अस्त, क्षेद चत्र के क्षे, नूर का । 
«छिन्चन का पनफल--हरम (मन, क ख ग घ )-हरम (मर, 
की खी गी घी ) 
न्ञ्इक्षे५ कप इक्षे कर 
न्डर को -३<ऊ 
थे २ 
झड ज्ड श् र 
ड़ ( पे की) ते जम) 
श्न््ट ऊ(र ऊ*+रऊ ऊक+र ऊ') 
थु १र बः 
च्ल्ड्ु कक (क्षेद +,/ शषि५ क्र + झे, ) । 


अ्रभ्यास रै२ ] १२७ 
अभ्यास ३४ 


एक लाम्बिक हरम के छिन्न का तिरछा तल निकालो जिसकी 
तिरछी उँचाई २' है और जिसके आधार निम्नलिखित हैं :--- 


(१) ४ और ६ की भुजावाले सम “| 
(२) ३ और ६' की भुजा वाले वर्ग । 
(३ ) १! और ३/ की भुजा वाले सम षट्भुज । 


(४ ) एक हरम के छिन्न के आधार /& हैं जिनमें से एक की 
भुजायें १३, १२ और ५ सम हैं, और दूसरे की ६:५,६ 
ओर २०५ सम | यदि छित्न की मोटाई ८ सम है तो उसका 
घनफल निकालों । 


(५ ) एक खाई के मुंह और तली आयताकार हैं। मेंह के 
विस्तार ४०० और श१८/ हैं और तली के ३५०” और 
१५४९ | यदि खाई की गहराई १२" है तो उसके खोदमने में 
कितने ठन मिट्टी निकली होगी १ ( १००० घन फिट--४२ 
य्न ) 


(६ ) एक बाल्टी एक छिन्न हरम के आकार की है जिसके सिरे 
८” और १२” की मुजाओं के वर्ग हैं। बाल्टी की गहराई 
४” है और उससें ३” पानी खड़ा है। तो बताओं कि पात्र 
में कितना पानी है । 


(३) बहुफलकों पर व्यापक प्रमेय 


(२४ ) औयलर का प्रमेय--बदि किसी बहुफलक में फल्कों, 

कोरों और शीर्षों की संख्या क्रमशः फ, को और शी है तो 
को+२८-फ+शी। 

मान लो कि बहुफलक एक पर एक करके स॒ फलकों को जोड़ने 
से दना है। 

प्रथम, यदि हम एक ही फलक ले तों शीर्षा और कोरों की उंख्या 
बराबर होगी, अर्थात्‌ 

कोनन्शी (१) 


जब हस दूसरा फत्तक जोड़ेंगे तो दोनों फलूकों में दो शीर्ष और 
एक कोर युगल होंगे अर्थात्‌ हम शीर्षों से एक अधिक कोर जोड़ रहे 
हईं। अस्त, जब हम ने दो फलक जोड़ दिये तो 
कोलन्शी+१। (२) 
जब हम तौतरा फल्नक जोड़े गे तो नये फललक और पहिले दोनों 
फलकों में तीन शीष और दो कोर युगल होंगे | अस्ठु, जब हसने तीन 
फल्कक मिला दिये तो 
कोरशी+२। (३) 
इसी प्रकार, हम प्रत्येक पय पर शाषों से एक अधिक कोर जोड़े गे। 
अस्तु, जब हम ते (3-१) फल्नक जोड़ दिये तो 
को-शी+ल-२ (४) 
जब हम अन्तिम फलक जोड़ेंगे तो नये फलक के समत्त कोर और 
समस्त शौ् पहिले (८ - १)फलकों में समाविष्ट होंगे । 


( ३ 9) बहुफल पर व्यापक असेय | १२६ 


अस्त, न हम कोई नया कोर जोड़ रहे हैं न शीर्ष । इर्स लिये स 
फलको के लिये वही समीकरण रहेगी जो ( ख--१ ) फलकों के लिये 
है, अर्थात्‌ 

को+२८5शी +खत | 

दूसरे शब्दों में, को+२5-शी+फ। 

( २५ ) सम वहुफलक केवल पाँच ही प्रकार के हो सकते हैं| 

साध्य ३१ में हम ने सिंड किया है कि किसी भी ठोस कोण के 
फलक कोणों का योग ३६०" से कम ही होगा । 

अब, किसी बहुफलक के प्रत्येक शी्ष पर कम से कम तीन समतल 
मिल्लेगे क्योकि तीन से कम समतलो से ठोस कोण नहीं बन सकता । 

कम से कम रेखाओ वाला सम-ऋजुभुज सम-त्रिभुज होता है । 

अस्तु, एक शीर्ष पर तीन सम ४५ मिल सकते हैं। इस स्थिति मे 
प्रत्येक शीष के फलक कोणूों का योग ++ ह »( ६०--१८०० (< ३६०") | 

यह भी सम्भव है कि चार सम «& प्रत्येक शीर्ष पर मिले जिस 
स्थिति में एक शी के फलक कोणों का योग 

वू्ड ,८६०- २४० "(<३६००)। 

इसी प्रकार, यदि प्रत्येक शीर्ष पर ५ सम » मिलें तो प्रत्येक शीर्ष 
के फर्लक कोणों का योग 

च्टघ १९ ६०००३००"(<२६०*) 

चूँकि ६ ८ ६०--३६०, अस्तु यह असम्भव है कि ६ या & से 

अधिक सम /& एक बिन्दु पर मिले | 


चार भुजाओं का सम-ऋजुभज वर होता है | एक शीर्ष पर ६ 
वर्ग मिल सकते हैं जिस स्थिति मे प्रत्येक शीर्ष के फलक कोणों का 
योग 

२5 ४ 

हे 


१३०५ / [ डोस ज्याभिति 


चार या चार से अधिक वर्ग एक बिन्दु पर नहीं मिल सकते क्योंकि 
४» ९०--३६० और योग ३६० से कम होना चाहिये । 

५ भुजाओ वाली सम आकृति सम-पश्चभुज होती है जिसका 
प्रत्येक कोण--१०८९ | यदि ३ सम-पश्चभुज एक बिन्दु पर मिले तो 
फलक कोंणों का योग 

२३३८ १०८--३२४ (<३६०) | 

चूँकि ४१८ १०८--४३२ >३६०, अस्तु तीन से अधिक सम-पञ्ञ- 
भ्ुुज एक शीर्ष पर नहीं मिल सकते | 

सम-प्ट्भुज का प्रत्येक कोण-- १२०" । अस्ठु, ३ सम-पट्भुज एक 
बिन्दु पर नहीं मिल सकते क्योंकि ३१८ १२९०७३६० | 

और किसी अन्य सम ऋजुभुज का कोश >१२० । 


अस्तु, सम बहुफलक पाँच ही प्रकार के हो सकते हैं जो निम्न- 
लिखित हैं :--- | 


(क) एक सम चतुष्फलक जिसमे प्रत्येक शीर्ष पर तीन सम ८ 
मिलते हैं +- 


६ कोर ८2५ 


४ फलक 


४ शी 


६ + २-5४ बच ४ चित्र ८० 


(ख) एक सम अष्टफलक जिसमें प्रत्येक शीर्ष पर ४ सम ४५ 
मिलते हैं । 


( ३ ) बहुफलकों पर व्यापक प्रमेय ] १३९ 


१२ कोर 
प्ः फलक 
न शी, 


१२-+शन्८ + ६- 





चित्र ८१ 
., (ग) एक सम विंशतिफलक जिसमे प्रत्येक शीर्ष पर ५ सम /५ 
मिलते हैं । 


१० कोर 
२० फलक 
१२ शी 
३०-६३८-२०+ १२ 
चित्र य्रे 
(थे) एक घनज जिसमें प्रत्येक शी पर ३ वर्ग मिलते हैं । 


१२ कोर ८ १38 


६ फलक 
ः ; 


१२+२०६+८ जता हे 


१३२ [ ढोस ज्यामिति 


(बे) एक सम द्वाद्शफलक जिसमे प्रत्येक शीर्ष 
ू के शीष पर के 
भुज् मिलते हैं । शा 


३० कोर 

१२ फलक 

२० शीर्ष 
३०-+-२८-९२--२० 


चित्र ८४ 


परिक्रम ठोस 
(७) बेलन 


( २६ ) यदि एक आयत अपनी एक सुजा मे 
के चारों ओर घूमे तो जो ठोस वह 
बनायेगा, उसे लाम्बिक च॒तुंल 
वेलन कहते हैं | 

मानलो कि आयत क खग्र घ भुजा क घ ' 

को अक्ष मान कर उसके चारों ओर घूमता है । 
रेखा खग जो परिक्रमण करती है बेलन की स | मम 


जनक रेखा कहलाती है । क घ को बेलन की | .._ चित्र पर 
ऊंचाई कहते हैं । 


बेलन की परिभाषा इस प्रकार भी दी जाती है +-- 

एक समतल में एक जृत्त दिया है। एक सरल 
रेखा अपने ॥ इस प्रकार चलती है कि सदैव वृष्त 
को काठती है और समतल पर । रहती है। तो 
वह एकबेलन बनायेगी। उस दृत्त को बेलन का 
प्रदश के कहते हैं। 

यदि रेखा समतल पर 4 नहीं तो बेंलन कीं 
तिरयंक वर्तुल.बेलन कहेंगे | 


हम केवल लाम्बिक वतल बेलनों का ही 
अध्ययन करेंगे | 





कल रल 
क्र 





चित्र ८६ 


१३४ [ ढोस ज्यामिति 


(२७ ) मान लो कि एक लाम्बिक 
समकोर का सम आधार स 
भुजाओं का है। जब 
भ्ुजाश्रों की सख्या अनन्ततः 
बढ़ जाय तो बहुभुज एक वृत्त 
हो जायगा और समकोर एक 
बेलन हो जायगा। अस्त, एक 
बेलन के तल और घनफल के 
सूत्र एक लाम्बिक समकोर 
के सूत्रों से ही निकाले जा 
सकते हैं । चितन्न 5७ 

अतएव, यदि एक बेलन की ऊँचाई ऊ हो और वर्तल आधार की 

त्रिज्या न्रिहो तो 

बेलन का तल 
| ( श्राधार की परिधि ) « ऊँचाई 
न्ब्न्चे यो ञ्नि « ऊक।। 

बेलन का पूर्ण तल 
न्‍न्वक्र तल + आधारों का ज्षेत्रकलल 
अर्तजिऊकरगत्रि* 
बसे क त्रि((ऊन+त्रि)। 

भेलन का घनफल 
४०( आधार का ज्षेत्रफल ) ५९ ऊँचाई 
ब्ब्या जि क। 

उपसाध्य--तिर्यक बेलन का घनफल 
#+( आधार का ज्षेत्रकल ) )८लाम्बिक ऊँचाई। 

( १८ ) एक बेलन का वह भाग जो किसी ऐसे समतल से कटा 
हो जो आधार के | न हो, विचिछिन्न बे लन कहलाता है| 





परिक्रम ढोस ] "१३२ 


यदि विच्छिन्न बेलन की ऊँचाइयाँ 
रू, और ऊ. हों तो , 
विच्छिन्न बेलन का वक्र तल 


न्न्चे तातजि- का. | 


विच्छिन्न बेलन का घनफल 


नया जि. २१7 ऊँ ध् | 





१३६ [ ठोस ज्यामिति 


अभ्यास ३६ 


(१) किसी वेलन का, आधार के ||, कोई समतल काट एक ' 
वृत्त होगा | 


(२) किसी बेलन का कोई लाम्बिक छिन्न एक वेलन दी होगा। 


(३) किसी बेलन का, श्रक्ष के ॥, कोई समतल काट एक 
आयत होगा। 


(४ ) उन बिन्दुओं की निधि ज्ञात करो जो एक परिमित सरल 
रेखा से निर्दिष्ट दूरी पर रहते हैं| 


(५) एक बेलन का वक्रतल, पूर्णतल और घनफल ज्ञात करो 
जिसकी ऊँधाई ७” और आधार का व्यास ४” हो 


(६ ) एक बेलन का वक्रतल १००० वर्गसम और उसके आधार 
का व्यास २० सम है। वेलन का घनफल निकालो, और 
निकद्तम मिलीमीटर तक उसकी ऊँचाई भी ज्ञात करों। 


(७ ) ४ मिलीमीठर व्यास का एक ताबे का तार एक बेलन के 
तल पर लपेटा गया है, जिसकी लम्बाई २४ सम और व्यास 
२० सम हैं। तार की लम्बाई और तौल बताओ्री, जब कि 
ताबे का विशिष्ट घनतलर ८८८ है | 


(८ ) एक आयताकार कागज़ का तख्ता, २२” लम्बा, १२” 
चौड़ा, दो प्रकार मोड़ने से दो विभिन्न लाबिक वतुल बेलनों 
का वक्र तल्न बनाता है | दोनों बेज्ञनों के घनफल का अन्तर 
निकालो | 


( & ) एक खोखला बेलन बनाया गया है जिसकः बाह्य व्यास १, 
वाह्म लम्बाई २ और धातु की मोठाई ३” है । यदि बेलन 


अश्यास ३६ ] १३७ 


का एक मंह बन्द दे तो उसे बनाने के लिए. कितनी घाठु 
की आवश्यकता होगी ! 


(१० ) एक बेलनीय छल्ले का तल और घनफल निकालो, 
जिसकी मोठाई ६” और आन्‍्तरिक व्यास ३२” है। 


(०) शंकु 


(२९ ) यदि एक सम /. ७ अपनी एक भुजा को अ्रक्ष मान 
कर उसके चारों ओर घूमे तो जो ठोस वद्द बनायेगा उसे 


लाम्बिक वर्तुंल्न शंकु कहते हैं । 
मान लो किसस ८ «७मकख मत 
भुजा कम को अक्ष मानकर उसके / 
चारों ओर घूमता है। रेखा मख जो 


घूमती है, शक की जनक रेखा कहलाती 
है। मक को शक्कर की ऊँचाई और 
मखत को तिरछी ऊंचाई कहते हैं। 
बिन्दु भ की शंकु का शीर्ष और ८ प 
मख ( ०» मफख के ८ मका रा कक 
दुगुना ) को शीष कोण कहते हैं | चित्र ८६ 
मान लो कि प फुख एक ७ है। उसके केन्द्र क के मध्येन 
भ के खींचो ७) के समतल पर लम्ब। एक सरल रेखा जो इस प्रकार 
चले कि सदैव से में से होकर जाय और ७ को काटे, एक शकु 
बनायेगी | 
यदि हम शंकु की यह परिभाषा 
दे” तो वृत्त को शंकु का प्रदर्शक 
कहेंगे । 
यदि म क वृत्त के समतल पर ॥. 
नहो तो शंकु को तियंक वतुंल शंकु 
कहेंगे | न 
हम केवल लाम्बिक वर्तृल, शंकुओं फ 
का दी अध्ययन करेंगे | चित्र ३० 


प्र 


ही श्र 'रै है 
( ३० ) मान लो कि एक लाम्बिक रस 
का सम आधार स भुजाओं का 
है। यदि भुजाओं की संख्या 
झनस्ततः बदाई जाय तो बहुमुज 
एक वृत्त बन जायगा और हरस 
एक , शंकु बन जायगा। अस्तु, 
एक शंकु के वकतल और धनफल 
के सूत्र एक लाम्बिक दरम के सूत्नों 
से निकाले जा सकते हैं । 
यदि एक शंकु की ऊँचाई ऊ दे, तिरछी ऊँचाई तल है और वतल 
आधार की तिज्या जि हैतो 
शंकू का वक्रतल 
“| ( आधार को परिधि ) ८ तिरछी ऊँचाई 
ऋऊच(रेगत्रि, )* लन्त त्रिल 
शंकु का पूर्ण तल 
न्‍न्‍्वक्र तल +आधार का क्षेत्रफल 
ब्य जिलन॑त जि ब्न्त त्ि( ल+त्रि)। 
शकु का घनफल 
ञ5 ३3 ( आधार का स्षेत्रकक्ष ) »< ऊँचाई 
ब्ण्जज' लि 
उपसाध्य--तियंक शंकु का चनफल 
ज्७ है ( आधार का घनफल ) »<लाम्बिक ऊँचाई 





३३० [ डोस ज्यासिति 


अभ्यास २७ 


(१ ) किसी वतुल शक्कु के समानानतर समतल काट वृत्त होते हैं 
जिनके क्षेत्रफल शंकु के शीष से उनकी दूरियों के वर्गो' के 
अनुपात में होते हैं । ( इलाहाबाद १६३४ ) 


( २) एक लाम्बिक वतुल शंकु का एक समतल काट, जी शीर्ष 
में से गुजरता है, एक समरद्दि & होगा 


(३) समान शीष कोणो के शंकुओं के घनफल उनके अवलम्बों 
के घनों की निष्पत्ति में होते हैं । ( बनारस १६३४ ) 


चित्र से स्पष्ट है कि प 


त्रि, _ज्याआ:; 
त्तष 


और इसी प्रकार के सूज्ञ दूसरे 
शकु के लिये | अस्त, 





चिम्र &२ 


र 
घनफल+ _ चुत जि। ऊर ऊं॥ स्पज्या अ ऊ, 


घनफल-,  डेग त्रिर कर ऊर<; स्पज्या अ ऊ३ 
दर्शाओं कि इन शकुओं के घनफल इनके आधारों की च्रिज्याओं 
अथवा तिरछी ऊंचाइयों की भी घनित निष्पत्ति में होंगे | 
(४ ) एक सम ८. /& अपने कण की परिक्रमा करता है। जो 
ठोस बनेगा उसका तल और घनफल निकालो । 
(अलीगढ़ १६३४ ; 


अभ्यास ३७ ] «४१ 


(५, ) एक सम & के एक शीर्ष से सम्मुख भुजा के | एक रेखा 
खींची गई है| यदि ० इस रेखा की परिक्रमा करे तो इस 
प्रकार जो ठोस बनेगा उसका घनफल निकालो | 

( इलाहाबाद १६३३ ) 


(६ ) किसी वर्ग के एक शीष से एक रेखा खीची गई है उस 
बिकर्ण के || जो उस शीष में से नहों गुजरता। यदि बस 
इस रेखा की परिक्रमा करे तो इस प्रकार जो ठोस बनेगा 
उसका घनफल निकालो । (इलाहाबाद १९३२४ ) 


(७) ९' ऊँचा एक शंक्वाकार डेरा ऐसा बनाना है कि ६” ऊँचा 
मनुष्य उसके केन्द्र से २! त्रिज्या के अन्दर कहीं भी खड़ा 
हो सके | डेरे के लिये कितने वर्ग गज बानात चाहिये ! 

( बनारस १९३४, १९३६ ) 


आधार के केन्द्र क से २' की 
त्रिज्या लेकर एक ७) खीचो | 

तो ६ का मनुष्य इस ७) के 
अन्दर कहीं भी खड़ा हो सकेगा | 

अस्त, इस ७) की परिधि के 
किसी सी बिन्दु पर शक्कर की ऊँचाई 
६ होगी | 

चित्र से स्पष्ट है कि 


खग घत चित्न 2३ 
गध तम।! 


खग_र 
अर्थात्‌ जम 
व्‌ र 


कर सच ग--४ || 
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अ्रद, के खर-4, से ऋत६ | 
« मे खत ३,/१३ | 
-, शुक्र का निरछा वलर-शा.६ ३./१३ बरग फिट 
न्‍्ल्रे ग़ा /३१ वर्ग गज़ । 
(८ ) एक शंक्कु के आधार का क्षेत्रफल ऊ७० वर्ग इश्च और वक्- 
तल ८१४ बग इश्ब है| घनफ़ल निकालो | 


(९ ) एक शंकर ठीक इतना बड़ा है कि ६” की भुजा का एक 
सम चठुष्फलक उसमें सम्रा सक्के | शुक्ल का धनफल 
बताओ | ( इलाहाबाद १६१४ ) 


(१० ) एक डिेर का लाम्बिक वत्तल शंकाक्रार ऊपरी भाग 
लाम्बिक वततल वेलनाकार निचले भाग पर इस प्रकार 
रक्‍्खा छुआ है कि शंक्र का आधार और वेलन का समतल 
सिरा एकांगी हैं। आधार का क्षेत्रफल १०० बरग फ़रिट 
ब्रेलनाकार भाग की उँचाई ३/ ओर डेरे का पूर्ण आन्‍्तर 
भनफल ५०० घन फ़िंट है | 


ढेरे की भूमि से ऊँचाई बताओ और दर्शाओं कि उसके 
बनाने भें लगभग्र २४५४ वग फ़िट वबानात लगेगी | 


शंकु का छिन्न 


(३१ ) एक शंकु का वह भाग जिसे आधार के समानान्तर . कोई 
समतल काटे, शंकु का छिन्न कहलाताः है । 
मान लो किशंकु (म, कख ) का 
एक छिल्न (क ख, खी की ) है! मान लो 
कि त्रि, और त्रि, सिरों की त्रिज्याये हैं, 
ऊ छिन्न की ऊंचाई है, और ल उसकी 
तिरछ्ली ऊँचाई हैं। 
मान लो कि में ख-ल4५, भ खी-- 
ल, , अस्ठु, लग - ल- चल । 
(१२ ) छिन्न का वक्त तल । 
समरूप » मं खग, म खीगी मेंसे & 
इॉझप अर्धात हे हू चित्र ३४ 
अब, छित्न का वक् तल 


न्शंकु (स, क स्त ) का बक़् तल-शंकु ( स, की खी ) 
का वक्र तल । 


नत्ग( जि, ल३ -जिर लज ) 

#ह (जि, ल,-टिसल,) « तल  फओ 
4 १ ञ्नि, षृ है हे (नि, -जि२) 

नया (जि, +तजिर '्ले.( ि, “जिद ) 


॥ 
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नया (जि नेजिर ) (छल, “पल ) 
नया (जि++त्रि,) ( ल, - ल- ) 
के (न्ि4+ त्रि, ) लो । 
मान लो कि प फू ब छिन्न का सथ्य काट है। 
तो मध्य काट की चिज्या ""ई (जि ,--जि- ) 
अस्तु, वक्र तल को इस प्रकार भी लिख सकते हैं ४ 


जि लि. + ज3 >अक 


स्तर तन 


न्‍्+| ६ मध्य काट की परिधि )>< तिरछी ऊ चाई 
(३३ ) छिन्न का घनफल 
मानलो कि म गुरू), म गीलन्कऊर, 

असच्छ; क१“ ऊर२ ऊ | 
समरूप 5० मख ग, म॒ खी गी से स्पष्ट है कि 


जि _ त्रि>, _ जि२ 
ऊ, के: अस्त ऊ२ + प्र ऊ+ । 
छिन्र का घनफल--शंकु ( म, क ख )-शंकु ( म, को खी ) 
ञ् 4 
न्ल्डु ते त्रिद कप “डे त्र त्रि, रे, 
रे २ 
ख््जे हैं! ह ( त्रिद कब - जिसपर कब ) 
ऊ ड 3 
स्त्डंत त्नि (बि, -त्रि३ ) 


5३ के ज्लिते : त्िक - वि: ) ( जिक+ विजज्रि:+ज्रि२) 


शंकु का छिछत | १४५ 


लड़ ग (रू, -प्रिटे ऊ)) (त्रि,+वरि, नि:+ जि) 
न | का (के -ऊर) (त्रि३+त्रि4 त्रि,+त्रि,) 
है ग ऊ (त्रि+ब्रि, त्रि, +त्रिन्‍) 
घनफल को इस प्रकार भी व्यक्त कर सकते हैं :-- 
«है शा ऊ (२ त्रि,+२ त्रिद न्रि,+ रत्रि,) 
>हैक ऊ | त्रि३ +(त्रिब+त्रि३) +त्रि३ 
न्य्द [ । ए त्रि, ऊ#+४डग (ई् कग त्रि३ | 


>है ऊ (क्षेद + ४ मन क्षेर), 
जब कि क्षेद्र और क्षे,, सिरोंके क्षेत्रफल हैं और जम सध्य 


काठ का | 
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हल 


पास 


) एक मस्वूल का व्यास तली पर ३०” और चोटी पर १७५ 
है। यदि मस्तून मे १३२२ घन फीट लकड़ी है तो फुटों मं 
उसकी ऊ चाई बताओ । 


मान लो कि मस्तूल की ऊँचाई र फिट है | 


अब, घनफल 5 3 #' ऊ १५४१ -+- १४. (5) हे | 


4 8... घन फिट 
६४२२८१२५७८१२ 


द्प 


कककन्‍णपरनाक्‍नण.. पर, 
द्‌ 


१ 
2 कक 2६७ >< २२५ 2 >> 5 
के १२०८ १२२८ ९२ 


२६५ २०८७ ,४.,१२०८१२ ०८ 
४५००2 8 7 रे * २२५, पर 
न" ४न फ़िट | 

(२ ) यदि किसी शक के छिन्न के सिरो की त्रिज्यायें श्रि, और 
जि, हे और ऊंचाई ऊ हे तो दर्शाओं कि उसका घनफल 
एक बेलन और एक शक्कु के घनफलों के थाग़ के बराबर 
होगा जिनकी ऊ क्ञाई ऊ है और जिनकी त्रिज्यायं ऋमशः 

ई (त्रि,+बत्रि, ) और ६ (त्रि, “जि, ) है । 
( इलाह्बाद १६३९, अलीगढ़ १६३७ ) 

(३ ) यदि किसी शक के छिन्न की ऊ चाई आधारों की त्रिज्याओं 
के मध्यमान अनुपाती को दुरुर्नी दो तो तिरछी ऊँचाई 
त्रिज्याओं का थोंग द्वोगी । ( इलाहाबाद १६३७ ) 

(४) एक लाम्बिक वतल शंकु को दो समतल काटते हैं जो 


६ 
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५ | ५७ 


है है ल्‍ 
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आधार के || हैं ओर ऊ चाई को सम त्रिभाजित करते हैं । 
शक के तीनो भागों के घनफलों की तुलना करों | 
( इलाद्ाबाद १६३८ ) 
(५ ) एक शक को, जिसकी ऊंचाई ख्र॒ सम है, एक समतल 
काटता है जो आधार के | और उस से १ सम दूर है। 
इस प्रकार बने छिन्न के घनफल को शंक के घनफल की 
भिन्न के रूप में लिखो | ( इलाहाबाद १६३५ ) 
छित्र क की खी ख 
शंक्‌ (म,कख ) 
शक (म्।क ख) - शक (स;की खी) 
“7777 शक्क (मन, क ख) 


$' 


मर रू २ 
है जिवस- ई# त्रि.(स- १) 





.'- अभीष्ट निष्पत्ति_ १-स-१. (ख- १) 
सं स्‌ः 
_सर-(स-१)१ 
“अक्ल-! 


( ६ ) एक शंकु को आधार के | एक समतल से काटकर ऊपर 
का भाग निकाल दिया गया है। यदि शेष भाग का वक्र- 
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तल शंकु के चक्रतल का £ हो तो बताओ कि समतल शक्कु 
की डेँँचाई को किस निष्पत्ति मे बाट्ता है। 
( बनारस १९३६ ) 


(७ ) यदि पिछले प्रश्न में शेष भाग का घनफल शक्कर के घनफल 
का है हो तो सगत निष्पत्ति निकालो | ( बनारस ६९४० ) 
(८) एक शंकु के छिन्न की ऊंचाई १२' और घनफल ११४४ 
घन फिट है। आधार की त्रिज्यायें निकालो, यदि उनका 
योग ११ है। ( अलीगढ़ १९३० ) 
(९ ) एक बाल्टी शक्कीय छित्र के आकार की है। उसकी ऊंचाई 
९” ओर मुंह और तली के व्यास क्रशः १०” और ७३” 
हैं । एक ५' व्यास के कुएँ में से यदि २४ बाल्टी पानी 
खींचा जाय तो उसका पानी कितना नीचे खिसक जायगा १ 
( १० ) एक बालटी शंक्वीय छिन्न के आकार की है। उसकी 
ऊंचाई १!” और मूह और तली की तिज्याये क्रमशः १' 
और ३! हैं। एक १२! व्यास के बेलनाकार हौज से से, 
जिसमें १०” पानी खड़ा है, यदि ६० बाल्टी पानी खींचा 

जाय तो शेष पानी की गहराई कितनी होगी १ 
( बनारस १६४३ ) 


(६) गोला 


( ३४ ) यदि एक अधबत्त अपने व्यास को अक्ष मानकर उसके 
चारों ओर घूमे तो जो ठोस वह बनायेगा, उसे गोला 
कहते हैं | 

मान लो कि अधवत्त कु फू ख 
अपने ज्यास क ऊ के चारों ओर 
घूमता है । यदि अधंवत्त का केन्द्र 
मे है तो अधइत्त की सव स्थितियों 
में बिन्दु प्‌ की म से दूरी सदैब 
एक सी रहेगी । अस्ठ, हम गोले की 
परिभाषा इस प्रकार भी कर सकते 
हैँ कि वह अवकाश में उन समस्त 
बिन्दुओं की निधि है जो एक अचल चित्र ४६ 
बिन्दु से समान दूरी पर स्थित हैं । 

म को गोले का केन्द्र और भ कफ को जिज्या कहते हैं। एक 
केन्द्रीय सरल खा जो दोनों ओर गोले के तल से सीमित हो, व्यास 
कहलाती है ।! स्पष्ट है कि एक व्यास त्रिज्या का दुगुना होता है, अस्तु 
सब व्यास समान होते हैं। 

यह भी प्रत्यक्ष है कि कोई व्यास गोले के किसी ब्रिन्दु पर एक 
सम /_ छेकेगा। 

(३५४ ) गोले का कोई भी समतल का बृत्त होता है| 


मान लो कि फ़बभ गोले का एक समतल काट है और व्‌ 
उसकी परिधि पर कोई बिन्दु है। 
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सुमतक फू व भू पर मे पे | डालो, और ब थे, वे मे की जोड़ो। 
मान लो कि गोले की विज्या दिद्वे । 
तोखम / ८ पमवब से, तरपरू,/ज्रिः -पमर। 
अस्त, यदि इस कटान आकनि झ थे थे पर झोई अन्य बिन्द ले 
उम्की मी ये से इननी ही दर होगी । अतः बढ़ आकृति एक वन हे 
जअगसका कंन्द्र प्‌ आर विम्वा पे तर दे | 
[ इ६ ) झक्त गोले के क्रियी भी ऋत्धीय समतल क्राट की बदल 
बृत्त ऋढनते दें। अन्य किसी समतल काट को लाठ द्ुक 
क्रद्ते हें ! 
छयसय्य लख्ष वृल स्विच 
सक्कता 5 । क्योकि द 
एक ही समतल स्वींचा 


योले पर स्थित किन्हीं दो बिन्दृद्यों मे से 
खक्ते ई परन्तु, इदन इन अल एक ही खिन 
दोनों विन्दुओं और गोले के केत्र थे मे 
जा सकता 6 | 

छड्धि शीले पर सीने विन्दु दिये हो तो उन समेंने अवनल एक हड़ी 
इंच खित्र सकता हे जो बृद्दन हो अथवा लड़ | 


5४5 
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अभ्यास ३६ 


(१ ) किसी गोले के केन्द्र से किसी जीवा पर डाला गया लम्बः 
जीवा को अधियाता है। इसका विलोम भी सिद्व करों | 

(२) किसी गोले में सबसे बड़ी जीवा उसका व्यास होती है । 

(३ ) किसी गोले मे समान जीवायें केन्द्र से समदूरस्थ होती हैं । 
इसका विल्लोम भी सिद्ध करो | 

(४) किसी गोले की दो जीवाओं में से वह सी बड़ी होगी जो 
केन्द्र से निकव्तर हो | इसका विल्ोम भी सिद्ध करो | 


(५) किसी गोले के ॥ काटों की केन्द्रनेधि लाम्बिक व्यास 
होती है। 


(६ ) एक दिए हुए बिन्दु से एक दी हुईं सरल रेखा के मध्येन 
गुजरने वाले समतलों पर लम्ब डाले गये हैं। उनके पाद- 
बिन्दुओं की निधि ज्ञात करो । 


(७ ) एक दिए हुए बिन्दु से उन सरल रेखाओं पर लम्ब डाले 
गए हैं जो एक निदिष्ट समतल् पर खींची गई हैं, और 
समतत्न के एक निर्दिष्ट बिन्दु के मध्येन जाती हैं | लम्बों के 
पाद-बिन्दुओ की निधि ज्ञात करो | 


(८) एक बिन्दु से एक समतल तक एक अचल लम्बाई की 


सरल रेखाएं खींची गई हैं । उनके सिरों की निधि ज्ञात 
करो | 
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( १७ ) अवकाश में किन्हीं दो बिन्दुओ के मध्येन असंख्य गोले 
खिंच सकते हैं। उनके केन्द्र उस समतल पर स्थित होंगे 
जो उस रेखा को लम्बतः अधियाता हैं जो उन दोनों 
बिन्दुओं को जोड़ती है। [ देखो अभ्यास < प्रश्न ५ (१) | 

( श८ ) अवकाश में किन्ही तीन विषम रैखिक बिन्दुओं के मध्येन 
असंख्य गोले खींचे जा सकते हैं | 

यदि बिन्दु क, ख, ग हों तो उनके केन्द्र उस सरल रेखा पर 


स्थित होंगे जो & क ख ग के परिकेन्द्र में से उसके समतल पर लम्बतः 
खींन्चा जाय । 


यदि बिन्दु समरैखिक द्वोंतो उनमें से कोई गोला नहीं खिंच 

सकता । [ देखो अभ्यास ६ प्रश्न ६ (२) ] 

(१९ ) किन्हीं चार विषमतलस्थ बिन्दुओ मे से एक, और केवल 
एक, दी गोला खीचा जा सकता है। 

[ देखो अभ्यास ६ प्रश्न ६ (३) ] 


मान लो कि क, ख, ग, थ ध्‌ 
चार विषमतलस्थ बिन्दु हैं । 

मान लो कि ं क ख ग, 
ख गघध के परिकेन्द्र च, छ हें । 
स्, छु में से चय, छुर | 
डालो क्रमशः समतलो क ख ग्र, 
खगम पर। 


ख 





(६) गोला १९३ 


अब, च य का कोई बिन्दु क, ख, ग से समदूरस्थ है । 

और छु र का कोई बिन्दु घ, ख, थ से समदुरस्थ है। 

अस्त, च य भ्रथवा छ < का कोई बिन्दु ख, ग से समदूरस्थ हे। 

परन्तु, उन समस्त बिन्दुओं की निधि जो ख, थ से समदूरस्थ हैं, 
वह समतल है जो ख ग को लम्बतः अधियाता है| 

अस्तु, च य और छु र उसी समतल पर स्थित हैं | 

अरब, चय ओर छुर समतलस्थ हैं इस लिये या तो परस्पर 
काठेगी या ॥ होंगी । 

और चूँकि यह छेदक समतलो एर । हैं, अस्त ॥ नही हो सकतीं । 

अत$, च य और छ २ किसी बिन्दु भ पर मिलेंगी | 

इसलिये चारों बिन्दुओं क, ख, ग, घ से समदूरस्थ केवल एक दी 
बिन्दु भ है। 

अतएव, यदि मत को केन्द्र मानकर मे क त्रिज्या लेकर एक गोला 
खींचे तो वह चारों तिन्दुओं में से होकर जायगा । 

यदि चारों बिन्दु समतलस्थ हों तो साधारणतया उन में से कोई 
गोला नहीं खींचा जा सकता | परन्तु यदि चारों बिन्दु लमतलस्थ और 
समवृत्तीय हों तो उनमें से असख्य गोले खींचे जा सकते हैं। उनके 


केन्द्र उस सरल रेखा पर स्थित होंगे जो चतुभुंज कख्गध के परि- 
केन्द्र में से समतल क ख ग घ पर लम्बत$ खींचा जाय । 


१९४ [ ठोस ज्यासिति 


अभ्यास ४० 


(१ ) दो गोलों की त्रिन्याये दी हैं और उनके केन्द्रों की सध्यस्थ 
दूरी । ज्ञात करो कि किस दशा मे गोले (श्र) काटेगे (अर) 
स्पर्श करेंगे (स) विलकुल नही मिलेगे । 

(२ ) दो गोलों का युगल काट एक दृत्त होता है। 

(३ ) अवकाश में उन बिन्दुओं की निधि ज्ञात करो जो दो 
निर्दिष्ट बिन्दुओं से न्यस्त दूरी पर स्थित हों । 

(४ ) एक ७) दिया हुआ है और एक बिन्दु जो इत्त के समतल 
के बाहर स्थित है । एक ऐसा गोला खींचों, जो दत्त की 
परिधि और न्यस्त बिन्दु के मध्येन जाय । 

(५४ ) एक सम चतुष्फलक के, जिसका कोर २की है, परिंगत 
ओर अन्तर्गत गोलों की त्रिज्याये त्रि और त्र हैं। 
दर्शाओं कि 

त्रिऊ३ त्र्‌+३,/$ की | 

( इलाहाबाद १९४० ) 

मान लो कि (क, ऋश छब) 

सम चतुष्फलक है और झ् फलक छू गे 

घ का परिकेन्द्र है । चतुष्फलक का 
परिकेन्द्र कु मर पर पड़ेगा । 


(३ है. ॥ 
इसी प्रकार परिकेन्द्र उस रेखा पर 
भी पड़ेगा जो ख को ७ कण घ के 
परिकेन्द्र (अर्थात्‌ केद्रव चूँकि & ध 
सम है ) से मिलाती है । अस्तु, परिकेन्द्र चित्र ६८ 
इन दोनों रेखाओं का कटान बिन्दु होगा, अर्थात्‌ वह बिन्दु प्‌ जो 


क स को ३: १ के अनुपात मे बाट्ता हैं । (&$ १५ ) 


4 
श्भ्याक्ष ४० ] 


परिंगत गोले की त्रिज्या 


कपन्‍तई कमर इन + ज्च्ै िकी। ($ १६) 





सम चतुष्फलक में क मं, ख न. . इस प्रकार के चारों लम्ब समान 
होंगे। 
अस्त, प्रत्येक समतल से प की दूरी प म अर्थात्‌ $ क म है । 
« प ही चतुष्फलक का अन्तकेंद्र भी है, और अन्तगत गोले की 
क्र्ष्या 
प॑प्ननन) प क>) चित है,/६ की। 
(६ ) एक सम चतुष्फलक का कोर १६” है | उसक परिगत और 
अन्तर्गत गोल) की त्रिज्याये निकालो | (बनारस १६३६) 
(७ ) ४” व्यास की एक गेंद एक समतल तख्ते पर लुढक कर 
२३” व्यास के एक वतुल छेंद मे गिर पड़ती है । बताओ 
कि गेंद की चोटी तख्त से कितनी ऊँची है। 
( ८) एक चतुष्फल्क में एक गोला किस प्रकार बनाओंगे कि 
उसके सब फलको को स्पश करे | 
(६ ) एक बर्तन शक्कु के छिन्न के आकार का है जिसका छोटा 
सिरा तली में है । २” त्रिज्या का एक गोला उसके अन्दर 
रक्खा है, जो तली और तिरछे तल को स्पर्श करता है | 


८” त़्िज्या का एक दूसरा गोला छोटे गोले पर रकक्‍्खा है 
और ऊपरी भाग के तिरछे तत्न को स्पर्श करता है | 
बतंन की समाई निकालो | 


१३१९ 


(४० ) गोले का दिक्ष उस 
भाग कौ कहते हैं जो 
दो समोनान्तेर सम- 
पलों के बीच भन्त- 
खदिडत दो । छिन्न के 
वक्ततल को कंदि- 
बन्ध कहते हैं । 

गोखे के उस भाग को जिसे कोई 

समतल काटे, गोलीय खण्ड कहते 
हैं। गोशोग खंड के वक्रतल को चि९्च ३३ 
डोपी कहते हैं । 





| ध्््प के दासिवण्स । प्षेत्रफल 

हू ४६) का क्षेत्रफत्त , 
'ओन लॉ फि शोशी 0] यकर के, अपने व्यास 
कर के चांरों और बनता है | मान लो कि उस 
यूं में, जिसकी यद अधंघुत्त एक भाग है, एक सम संख्या 
'हीसुजोझरं का उस गहुमून सीचा' गया है और क ख 
उसकी एक युवा है.“ ' 

मान लो कि क ख का मध्य बिन्दुपदहे। 

मे प को ओड़ी जो कि क ख पर । दोगी | 

यरपर कु की, प थी, ख सी | दातों।, 


(६) गोला ] ३४७ 
जब अ्रध वृत्त परिभ्रमण करेंगा तों जीवा कख एक शकु का 
छिन्न बनायेगी और चाप क गम गोले का छित्न बनायेगी । 
अब, शकु के छिन्‍न का तल 
व गर (कं की+ख खी ) क ख। 
न्‍न रक्पपी कख। 


परन्तु, यदि क ख और य र का मध्यस्थ ८ अ है तो प पी और 

प्‌ म का मध्यस्थ /. भी अर हुआ । 
पपी. की खी 
अस्त, द््न फीजअ ऋक्ूुद्ध ( साध्य २३ उपसाध्य ) 


अर्थात्‌ , प पी, क खन्‍नप म. की खी। 
अस्तु, शंकु के छिन्‍्न का तलरू२ क पम॒ की खी। 


अब, जब कि बहुभुज की भ्ुजाओं की सख्या निर्वाधि बढ़ जायगी 
और प्रत्येक भुजा अत्यल्प है जायगी तो प भ गोले की त्िज्या जि के 
समान हो। जायगी और श॒कु का छिन्न गोले का छिनन्‍न हो जायगा 


जिसकी मोटाई को खी अत्यल्प होगी । 
अस्तु, गोले के छिन्‍न का तल, ।जसकी मोटाई अत्यल्प हो | 
नर ज्नि्‌ भ्८्‌ ( मोटाई ) गन ० ननणर न्न **“ (कर) 


अब, मान लो कि गोले के किसी छित्न की मोटाई भो है | छिन्न को 
इम बहुत से छोटे-छोटे छिन्नों मे बाँट सकते हैं जिनमे से प्रत्येक की 
मोठाई अत्यव्य है । प्रत्येक छिन्न का तल सूत्र (क) से ज्ञात होगा। 
अस्तु, सबको जोड़ने से, 


किसी गोले के छिन्न का वक़्तल*-+ २ क्र त्रि. मो । 


भय | ठोस ज्यामिंति 


(४२ ) एक गोलीय खडट बहुत से छिन्नों में बोटा जा सकता है 
जिनमे से प्रत्येक की मोटाई अत्यल्प है । श्रस्तु, यदि खड़ 
की ऊँचाई क है तो 
खडी टोपी का छ्षेत्रह्त-- २ # त्रि, ऊ। 

(४३ ) गोले का तत्त 


एक अ्रध गोल को हम एक खण्ड मान सकते हैं जिसकी 
ऊँचाई त्रि है| अस्तु, 


अधंगोल का तलर रत त्रि* | 
इसलिये, गोले का तलन+४ # त्रिए । 
अतः, गोले का तल एक अ्र्घवृत्त के क्षेत्रफल का चौगुना होता है । 


अंजलि ओ ] पद 


अभ्पास ४९ 


(१) किसी गोले के कठिबन्ध जिनकी मोठाई बराबर हो, तल में 
वराबर होंगे । 
(२) किसी गोले का तल उसके परिंगत वेलन के तल के बराबर 
होगा जिसकी ऊँचाई उसके व्यास के बराबर हो । 
( इलाहाबाद १६३८ ) 
(३ ) एक गुब्बारे से जो मूमि तल से ५ मील ऊंचा है, पृथ्वी के 
तल का कितना भाग दिखाई देगा यदि एथ्वी की त्रिज्या 
४००० भील है [45 
मान लो कि प्रथ्वी का केन्द्र क 
और दर्शक का रथान झ है। 
मे से प्रथ्वी के तल को स्पशी 
क्षाँंचों और स्गन लो कि उनके पाद- 
बिल्हुओं की निधि ७9 खथ य है । 
खग को जोड़ो । 
मे क को जोड़ो ताकि वह प्रृथ्वी के 
तल्न से प पर और समतल ख थ ग॒ से 
त पर मिले | चित्न ३०१ 





म से पृथ्वी के तल का जितना भाग दिखाई देगा वह खण्डी 
थोपी ख प ग का क्षेत्रफल होगा | 


अब, ७ म तग सम / है त्पर। 
अस्त, व्यास स्तर ग पर खीचा गया ७) त में से गुज़रेगा । 


शौर 0 कगमसम ८ हैश पर। अस्ठ, क ग उस बूत्त का 
स्पशों होगी और क त मे एक छेदक जो ७) से त, भ पर मिलेगी | 


१६० [ ठोस ज्यामित्ति 
«, के त. क मनतक ए | 


अथात क त ( ४००० -+- ५ )--४०००* | 


४००५ ः व्यल्दे 
« पें तक पं-कत 


ब्न्डै०0० 





अस्तु, एथ्वी का जो भाग म से दृश्य है, 
“खण्डी टोपी ख प ग॒ का क्षेत्रकल 
रेंज ४००० औकवी 
न्‍म्लंगभग १२५५४७ वर्ग मील । 
नोट--स्पष्टता के लिये हमने बिल्कुल ठीक आकृति नहीं खींची 
है | वास्तव में जितनी बड़ी रेखा श्ञ पथ बनाई है, उससे कहीं छोटी 
होगी | 
(४ ) २४ व्यास का गोला इस प्रकार रक्खा है कि उसका केन्द्र 
दशंक की आंख से १३७! दूर है | दर्शक को उसके तल 
का जितना भाग दिखाई देशा उसका ज्ेत्रफल निकालो। 
(१ ), आँख को एक गोले के तल से कितनी दूर रक्खा जाय 
ताकि तल का सोलहवों भाग दिखाई दे ! 
( इलाहाबाद १९३२७ ) 
(६) (एथ्वी को ८००० मील व्यास का गोला मान कर ज्ञात 
करो कि भूमि से लगभग कितने फीट की ऊँचाई पर 
पृथ्वी तल का दस लाखवोँ भाग दिखाई देगा | 
( बनारस १९३४, १६४१ ) 


कंसास ४३ | १६१ 


(७) एक शंकु का शी्ष कौण १२०, और व्यास १/ है | जो 
बड़े से बड़ा गोला शक्कु में से काठा जा सकता है, उसका 
तन बताओ | 

(८) एक शंक्वाकार गिलास में, जिसकी गहराई ४” और मुंह 
की चौड़ाई ६” है, डकाडक पानी भरा है | यदि ६” व्यास 
का एक योला गिलास में रक्खा जाय तो उसका कितना 
तल पानी में डूब जायगा | 


(९) ए्रथ्वो को ७९६६ मील व्यास का गोला मानकर निकठतम 
मीलों में बताओ कि ध्रुव रेखा की लम्बाई क्या है । 

६०९ और ६५" अक्षांश के मध्यस्थ कठिबन्ध का क्षेत्रफल भी 
निकालों जब कि 

कोज ६६० ३० -- ३९८७७; ज्या ६५? -- ९०६३ 

( इलाहाबाद १९३० ) 

मानलो कि तथ भूव रेखा 
का एक व्यास है ओर श्र पृथ्वी का 
केन्द्र है । 

पृथ्वी की त्रिज्या + ३९८३ 
मील । 

८“थ भ ब5-६६९ ३० | 

भ्रूव रेखा की त्रिज्या थ फ ८ 
त्रिज्या थ भु फरूः कोजथमब 

जत्रि कोज ६६" ३० 

न्शेध्यरे २८ "२९८७ । चखिन्न १०२ 

+-+ १५८८ ०२ मौल | 

अस्त, शव रेखा की लम्बाई 

ब्न्श जा २९ शपदूदा०२ मील >लगमग ९६८२ मील । 

११ 
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फिर, भ फ-म प८त्रि (कोज २५" -- कोज ३००) 

ब्रि (ज्या ६४६० - ज्या ६०९)७-३९८३ (६०६३ - ८१६०) 
न्न१ै६०' ४५१ मील । 

.', कटिबन्ध (त थ, द्‌ ध ) 5२ क. त्रि पफ। 

रू लगभग ४० १८५२८ वर्ग मील | 


(१० ) मकर रेखा की लम्बाई और ऊष्ण कटिबन्ध का क्षेत्रफल 
निकालो | ज्षेतफल की (थ्वी तल से निष्पत्ति भी बताओ। 
( कोज २३९ ६०”--“६१७१ ) 


(११ ) त्रि तिज्या और ऊ ऊँचाई के एक बेलन के एक सिरे में 
से उसी आधार ओर #< त्रि ऊँचाई का एक गोलीय- 
खण्ड काटा गया है, और दूसरे सिरे मे उसी आधार 
और ३ त्रि ऊंचाई का एक छेद किया गया है। शेष 
पिएड का पूर्ण॑ंतल्ल निकालों 


( बनारस १९४२ ) 


(४४ ) यदि किसी गोलीय 
खरढ के वतुल आधार 
के समस्त बिन्दुओं 
को गोले के केन्द्र से 
मिलाया जाय तो जो 
ठोस एक ओर इन 
जोड़ने वाली रेखाओं 
और दूसरी ओर खर्डी 
टोपी से घिरा ड््आा जज 308 


होगा, उसे ग्रोलीय त्रिज्यज कहते हैं। 





अस्यास ४१ |] प्द३ 


गोलोीय त्रिज्यज् का घनफल। 


खण्डी गोपी के तल को छोटे २ चतुभुंज ठुकड़ों में बाँटो जैसा कि 
चित्र में दर्शाया गया है और प्रत्येक ढुकड़े के शीर्षों को केन्द्र से 
मिलाओ | जब इन टुकड़ों की संख्या अपरिमित हो जायगी तो प्रत्येक 
इकड़े का परिमाण अत्यल्प हों जायगा, अस्तु उसे समतल्न आकृति 
मान सकते हैं। उस दशा में प्रत्येक ठुकड़ा एक हरम का आधार हो 
जायगा जिसका शीर्ष केन्द्र पर है।और ऐसे प्रत्येक हरम का 
घनफल 

ज१ (टुकड़े का घनफल) »<त्रि | 

अर्दु, प्रिज्यज का घनफल | 

जज (खणडी टोपी का क्षेत्रफल) 2८ त्रि 

ले त्रि* ऊ, 

जबकि खण्डी ठोपी की ऊँचाई ऊ है । 

उपसाध्य--मान लो कि त्रिज्यज का अर्ध शीष / अर है। तो 
त्रिज्यज का घनफल ड 

बह कत्रि* ऊ 


[02] मप-सब॑ 


_ ड्जैगत्रि३ हू लड़ गत्रि३- बज 
ब्ण्दु के त्रिउ (१ - जन) रह का त्रि3 (१ -कोज अझ)। 


(४५ ) गोले का घनफल 

जब कि त्रिज्यूज अधंगोला हो जाता है तो खए्डी ठोपी की ऊँचाई 
त्रिहो जाती है। अस्त, 

अधंगोले का घनफल +5 3 भ जिड | 

», गाले का घनफल 5 हु के जि । 


बह [ ढास ज्यामिति 


(४६ ) गोलीय खंड का 
घनफल। 
मान लो किक प ख एक गोले 
का खण्ड है जिसका केन्द्र म है। 


मान लो कि गोले की तिज्या 
त्रि, खण्ड की ऊँचाई ऊ और खण्ड 
के बतुंल आधार की त्रिज्या जि 
है।तो फ 





चित्र १०४ 
खण्ड का घनफल्ल -+ त्रिज्यज (म, क प ख)-शंकु (म, क ख) 
सतत त्रिर कू-३3# बत्रि ( त्रि-क) 

धृ 


लव रित्रि* ऋ-ब्रि, (त्रि-ऊ)) .... (क) 


परन्तु, यदि प फ॒ एक व्यास है तो प ब. बफ न्‍्ब कफ | 


अर्थात्‌ 5 ( २ त्रि-ऊ 2" त्रि* (ख) 
अस्त, (क) में त्रि, का मान रखने से, 
खण्ड का घनफले 


लक जा २त्रि' ऊ-ऊ ( त्रि-ऊ) ( २त्रि-ऊ)] 


बडे रा २त्रिः ऊ-%(२त्िः- ३ तिऊ+छ ) ] 


के इन (३ पिऊ*-ऊ१ )- क के ( त्रि-ऊ) (ग) 


हम 


फिर, (ख) से, २ त्षि-ऊ ्क 


अभ्यार्स ४१ ] १३२ 
54 
अर्थाद्‌ त्रि ल्‍* ति4+ऊ* 


श्द 
*, (क) से, खण्ड का घनफल 


“नर “ह)- 6 (टैस-)] 


_ग[(नि,+ऊ) ब्रि, (त्रि।-ऊ )] 
डे र्ऊ 


ब््ड हा ड 4 5.4 है. ६.६ १4 है 
दऊ बि,+२जि, झ +ऊ -त्रि,+त्रि, ऊ ] 


पक (३ त्रि ऊ नऊ /+- प्र (१ त्नि +ऊ ) 
(घ) 


इस सूज्ञ से गोले का घनफल निकालो | 


(४७) गोलीय छित्च का धनफल 
मान लो कि (१पफ व भर) 
एक गोलीय छिन्न हे जिसके सिरों 
की जिज्यायें जि, और अति. हैं। 
मान लो कि मे र॒ ल सिरों के 
समतलों पर । है जो गोले के तल 
को क, व्व पर और सिरों को २, तल 
पर काटता है । 
मान लो कि गोले की चिज्या 
त्रि है, और क रच/ऊ५, चित्र १०५ 
क ल*ऊ. | यदि छिन्न की मोटाई र ल*-मो, तो ऊ, “ऊ३ रूमो 





१६६ [ ढोस ज्यामिति 
अब, छिन्न (प फ, व भ) का घनफल 
+खण्ड (भ क व) - खण्ड (ए के फ) 
लत क्र हा हा) न्न्ग कर (नि न 
_त नि ऊ३+-ऊ २0-१२ (छ३- अर) 
8235, (रित्रि (३, + २) - 


4 
(ऊ, + ऊ, के + ऊ )] 
परन्तु, क २ २ खन्‍न्रब", और कल लखनन्‍नलफ'। 


अर्थात्‌ 5 जी (रि त्रि- ऊ,) ऋज्रि,; 











और ऊ. (२ वि-ऊ., )<त्रि, | 
भ्े 54 4 74 
भर्तु, विज “207 ऊँऔर ति च्क र 
4 श्र 
मिलकर. मो बे बि.+ ऊ के श्ट्क्ः 
भू 


-(ह, +अ-5५+%) | 
श्ड [( ३ बि,+ ऊ,)+ (बिद+ ऊ, ) 
- ₹(छू+ ऊ, कर + ऊ) ] 
| [१जि,+ ३वि२त॑( कर- ऊ&) ] 
(३ ब्ि, + रेत्रि,+मो ) 


अश्यास ४२ ] १६७ 


अभ्यास ४२ 


(१) एक अर्धगोल के परिगत बेलन और अन्तर शंकु खींचे 
गए हैँ । शंकु का शीष अधेगोल के उच्चतस बिन्दु पर 
है, ओर दोनों के आधार एकागी हैं | सिद्ध करो कि, 

बेलन का धनफल _अ्रधंगोल का घनफल _ शंकु का घनफल 

डे २ १ 
( इलाहाबाद १६३८) 

(१) धाठ के एक ठोस वेलन में से, जिसकी लम्बाई ४४ सम 
और व्यास ४ सम है, ६ सम व्यास के कितने गोले ढाल 
सकते हो । 

, (३) एक घनफुटठ सीसे में से ६” त्रिज्या का एक गीला काटकर 
शेष को गलाकर एक दूसरा गोला ढाला गया है | उसका 
व्यास निकालो । 

(४) एक सम चतुष्फलक के, जिसका कोर २ से० मी० है, 
परिंगत गोले का घनफल निकालो | 

(५) यदि घ और त किसी शंकु के घनफल और पूर्णतल हों 
और घी और ती उसके अन्तर्गत गोले के धघनफल और 
तल द्वों, तो सिद्ध करो कि घ घी रत : ती । 

( बनारस १९३८ ) 

(६ ) दो गोलों में, जिनकी तिज्यायें ३२” और ४” की हैं और 
जिनके केन्द्रों की मध्यस्थ दूरी ५” है, कितना घनफल 
युगल है 

( इलाहाबाद १९३७ ) 

(७ ) पानी की एक बूँद को, जिसका व्यास -८” है, गोलाकार 

मानकर यद्द बताओ कि शराब के एक शझ्भाकार गिलास 


१६८ [ ठोस ज्यामिंति 


को, जिसका अवलम्ब उसके मेंह के व्यास के बराबर है 
५०० बूं दे कहाँ तक भर देंगी। 
मान लो कि (म, त थ ) शक्वाकार गिलास है और पानी की 
४६०० बेँंदे' उसे ती थी तक भर देती हैं। 


तो भ् की सक _. 


अस्तु, यदि मे कीर*ऊ, तो की थी 
ऊ। 

शंकु ( मे, ती थी ) का पनफल 

नन्हे गे, की थी, म की । 


न) (३ ऊ)-कऊ। 





चित्र ३०६ 


और, पानी की एक बूँद का घनफल हू ई - ( ई5 )+ | 
', 3 (३ ऊ) ऊ २२५००, है ता ( ३० )* 
ब्् ५१! | 

अस्तु, पानी गिलास में १” ऊ चाई तक भर जायगा। 

(८) एक गोलीय खण्ड, जो एक अधंगोल से बड़ा है, की 
ऊँचाई १८” है। यदि गोले की त्रिज्या १३” हों तो खंड 

का घनफल निकाली 

(६ ) ८/ तिज्या के ग़ोत्े के एक कटिबन्ध का घनफल निकालो 
जिसकी मोटाई २” ओर बड़े आधार की तचिज्या ६” है । 

( १० ) एक नाँद एक गोलीय खण्ड के आकार की है | नाँद की 
गहराई ९” और उसके मुंह का व्यास ३” है। नाँद में 
कितना पानी अंटेगा ! 

(११ ) श्थ्वी को एक ग्रोला मान कर बताओ्रों कि ३०" उत्तरी 
और ६०० उत्तरी अक्षांश के मध्यस्थ छित्र में (क) (रथ्वी 


अभ्यास ४९ ] १६8 
के तत्त का (ख) पृथ्वी के घनर्फल का, कितना भाग 
समायेगा । 

चित्र से, छित्च की मोठाई 
पफन्‍नमफ-मसप 

-त्रि कोज ६० 
_त्रि(/३- १) । 

र्‌ 
. छिन्न का तल 
” ' पृथ्वी का तल 
श्र वि. 702 5) 


४१ जि" 





और प ध+त्रिज्या ६० -« जि, ह 


फ थच्नश्रिज्या ३०७७३ त्ि। 
, छित्र का घनफल 
* 'प्रथ्वी का चघनफल 


जि(/३२-१॥/., ३जिए जि (/३-१) ० 
_ पंत [2+३१-+/7--ज्रिः ] 


ई का त्रि3 
“३१-१६ | ५ ४-२/३]_/३-१ १६-२/३ 
रद्द [४+४+ ४ 8. ६, ४. 
>(/३- १) (८ /३) ..६,/३- ११ 
श्र डरे 


र्‌ 
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( १३ ) एक वेलनाकार बर्तन, जिसकी ठँचाई ६” और व्यास ४” 
है, पानी से भरा है। १३” त्रिज्या का एक धातु का गोला 
उसमें डाला गया है। जितना पानी बतन में बच रदेगा, 
उसका, निकटतम औंस तक, भार निकालों । 


( इलाहाबाद १९३६ ) 


( १३ ) एक ठोस, जो एक शकु को एक अर्धगोल पर रखने से 
बना है, पानी से भरे एक वेलन में सीधा खड़ा रखा गया 
है । बेलन की त्रिज्या ३', ऊँ चाई ६'; अ्र्धगोल की निज्या 
२ और शकु की ऊँचाई ४ है । जो पानी बेलन में बच 
रहेगा उसका घनफल, निकटतम घनफुट तक, निकालो | 


( १४ ) एक वतुंल कमरे में, जिसकी छुत एक अर्ध गोलाकार 
गुम्बन है, ५२३६ घनफुट वायु समाती है। कमरे का 
आन्तरिक व्यास उसके उच्चतम बिन्दु की, भूमि से, ऊँचाई 
के बराबर है | ऊ चाई ज्ञात करो। 


( १५, ) ५” त्रिज्या के एक गोले में ३” त्रिज्या का एक बेलनाकार 
छेद इस प्रकार किया गया है कि बेलन का श्रक्ष गीले के 
के केन्द्र मे से ग्ुजरता है। गोले के शेष भाग का घनफल 
निकालो 4 


( १६ ) एक अधेगोला जिसका आधार ४! व्यास का है, भूमि पर 
रक्‍खा है और आधार के दूसरी ओर एक शंकु त्रिठाया 
हुआ है जिसका शीष कोण समकोण है| यदि इस स्थिति 
में उनका परिगत नेलन खींचा जाय तो वह कितना अव- 
काश और घेरेगा ! ( इलाहाबाद १६३७ ) 


अभ्यास ४२ ] १७१ 


(१७ ) एक गोला एक छिंत्न शंकु के अन्दर इस प्रकार रक्खा 
गया है कि वह उसके वक्रतल को ओर आधारों के केन्द्रों 
को छूता है। सिद्ध करो कि गोले की त्रिज्या छिन्न के 
सिरों की त्रिज्याओ का गुणोत्तर मध्यमान होगी ओर छिल्न 
का घनफल उस बेलन के घनफल का ३ होगा जिसका 
आधार क्षेत्रफल में छिन्न के पूर्णतल के बराबर हो और 
जिसकी ऊ चाई गोले की त्रिज्या के बराबर हो | 

( स्पष्ट है कि इस साध्य का पहला भाग अभ्यास इ८ (३) का 
बिलोम है ). 


उत्तरमाला 


अभ्यास रे 
३-(क) एक (ख) अनन्त | 
अभ्यास ४ 


५/११ 
१-४./२, शशि 


अभ्यास ४ 
२-१५ से. भी 
अभ्यास ७ 
१- एक (२) अनन्त; सब एक समतल पर स्थित्‌ हैं। 
अभ्यास २० 
(६ ) (क) समानान्तर रेखाओं (ख) बिन्दुओं (ग) तमानान्तर 
रेखाओं (घ) एक ही रेखा से। 


अभ्यास २१ 


(३) रेखा की लम्बाई )< (क) 5 (ख) उर (ग) है 
(घ) १ (७3) ०। 
अस्यास २२ 


(४) किसी ऐसे समतल पर जो || समतलों के उस जोड़े पर | 
हो जो उन रेखाओं के मध्येन खींचा जाय | 


उत्तरमाज्ञा ३७६ 
अभ्यास २४ 
(६) (क)चे। (बज) रद 


अभ्यास ३१ 
(६ ) ६६० घन इज । ( ७ ) ४३३ ग्राम | ( ८ » (ले -- व) 
बर्ग फिट । (९ ) ६, १२, २१ गज। (१० ) ३६ इश्च । 
(११ ) ३२.९” 
(१२)कोज *3)। 
अभ्यास ३१२ 


(३ ) ३८० |- र८ण./३; २० (१५--७/१२)। (४ ) ८,१५९ । 
(५ ) २३२ वर्ग फुट; ३४२ घनफुट । (६ ) ४ ६ घन फुट। 
(७ ) ६२५७६ घन गज़ । 


अभ्यास ३३ 
(२) ४३२ घन फुट ८६४ घन इच्च । 
(३) ४५.८ से. मी ; २८.६७ वर्ग से. मी. ;३ | (४) ४” | 


अभ्यास ३४ 
(८) (क) कोज १ हे (ख) कौज का 
(६)स्पज्या /२।(११)८(३--/२) वग फुट । 
(१२ ) २४ कोर, १२ शीष; ५: ६ । 


अभ्यास ३४५ 


( १) ३० वर्ग फुट। (२) ३६ वर्ग फुट। (३ ) २४ वर्ग फुट । 
(४) १४० घन सम | (५ ) ३१२५ टन। ( ६ ) २७३ घन इच्च। 


4७४ [ छोस भ्यामिति 


अभ्याप्त २६ 


(५) रद ॥ वर्ग इश्च ; रे६ं क वर्ग इश्च ; २८ भे घन इज । 

(६ ) ४००० घन सम १२ से, मी. ६ मि. मी । 

(७) रे८५ मि, मी ; ४२६४.४ ग्राम | ( ८) २१० घन इश्च । 

(९) २४७.४ पन इञ। (१० ) ८२००,८ घन इश्च। २९४४.८ 
बग इश्च | 

अभ्यास ३० 

(४) कः /२; है कक) /२, जिसमें क सम ८. कौ 
कोई भुजा है। 

(५) ३ # क3 जिसमेंक & की भुजा है। (६) # क३,/२ 
जिसमें क वग की भुजा है। (८) श्य४८ घन इश्च 
(६ ) ५६.३ पन इज । ( १० ) ६ । 


अभ्यास २८ 


(४)१:७:१६ | (६)१:२ | (७) ऊंचाई सम- 
द्विभाजित हो जाती है। (८) ९, ४। (६) ४£”। 
( १० ) ६ हूँ । 


अभ्यात ४० 
& #४/ २ द्र्ा हि 
(६)४/९६ हू! (७) ३.१६” (६ ) ११६.०६४ | 
धचत शक । 


अभ्यास ४१९ 
(४) ६११. ७ वर्ग फुट | (१ ) गोले की जिज्या का ३ | 


उ्तरसाला ] १७६ 


(६ )४२। (७) (७- ४//३) # वर्ग फूट । (८) ३७.७ 
वर्ग इश्च । (१० ) लगभग २२६६१ मील ; लगभग 
७६५१५४४३ वर्ग मील 8४ रए८७ ।( ११ ) दे का त्रि 
(४ऊ-+-५त्रि) 


अभ्यास ४२ 


(२)५। ८३ ) लगभग १२४। ( ४) ७७ घन से० मी० (६ ) 
१९.३ घन इश्च । (८) ७१ २८ घन इशच | (६ ) १२१.३ 
घन इख् | (१० ) २.६ घन फिट । (११) र पौणड 
३.४ औन्‍्स | ( १३ ) १३६.२ घन फिट । ( १४ ) लग- 
भग २०१ ; (१५) रदृण २ घनइच। (१६ ) २५.१ 
घन फिठ । 


सूत्रावली 


(क) आयतज और घनज 
( १ ) आयतज का तल++२ (ल चो + ऊँची +ऊँल) 
(२) घनज का तल+-६ (कोर)? 
( ३) आयतज का घनफल लम्बाई » चौड़ाई 2८ ऊँचाई। 
(४ ) घनज का घनफल “(कोर))? 


(व) समकोर 
(१ ) लाम्बिक समकोर का शुजातल 
(आधार की परिमिति) » लाम्बिक ऊँचाई 
( २ ) समकोर का घनफल 
*् आधार का क्षेत्रफल) » लाम्बिक ऊँचाई 
( ३ ) विच्छिन्न समकोर का घनफल 
नम) (आधार का क्षेत्रफल) » (की + खी --गी) 


(ग) हसम 
(१ ) लाम्बिक हरम का तिरछा तल 
न्‍्+ | (आधार की परिमिति) * तिरछी ऊँचाई 
(२ ) हरम का घनफल 
“२३ (आधार का क्षेत्रकल) *< ऊँचाई 
(३ ) लाम्बिक दरम के छिन्न का तिरकछा तल 
न ३ (सिरों के घेरों का योग) ८ तिरछी ऊँचाई 
(४ ) लाम्बिक दरम के छित्न का घनफल 
चर] सो झ्षि५ +/क्षि५ क्ले शः प्ले] 


सूत्रावली | 


(घ) सम्रचठष्फलक . (कोर २ को, ऊ चाई ऊ) 
(१ ) पूर्ण तल"-'४ को*,/ ३ 
(२ ) घनफल्ल>-ई को3,/२ 
(३ ) ह्ितल कोश >-कोज 
(४) ३ ऊच्त्ठ कोर 


(५ ) अन्तत्रिज्या 55 हि 


(६ ) परित्रिज्या- /ई को 

(७ ) दो सम्मुख कारों के बीच की न्यूनतम दूरी -- को,/२ 
(ड) लामिबिक वलुंल बेलन 

(१ ) वक्र तलन््स्क्त्रिऊ 

(२) पूर्ण तलर२ # त्रि (त्रि--ऊ) 

(३ ) घनफल# त्रि* ऊ 

(४ ) विच्छिन्न बेलन का घनफल रूक त्रि 2 8-६ मे र ऊर, 
(च) लाध्बिक वतुल शंकु 

(१) वक्र तलच्न्त जिल 

(२) पूर्ण तल्-क त्रि (त्रि+त्व) 

( ३ ) घनफल्-ड के न्रि*े ऊ 

(४ ) शक्कु के छिन्न का वक्र तलका (त्रि३+चि२) ल 

(५ ) शंकु के छिन्न का धनफल 

3) क सो (त्रि, +त्रि, जि३ +त्रि३) 

(छ) गोला 

(१ ) वक्र तलच्-४ त त्रि* 

(२) घनफल ++हं कह त्रिरे 

(३ ) खण्ड का वक्र तल-र हू त्रिक 

२ 


बुष्ण 


[ छोस ज्यामिति 
(४ ) खण्ड का घनफल-+ ता ऊ* (त्रि न ३) 


लटक ऊ (३ त्रिस्‍+ऊ ) 
(५) निज्यज का पन्फल नई कर त्रि* ऊ 
(६ ) छिन्न का वक्त तल-- २ ऋ त्रि सो 
(७ ) छिन्न का घनफल न्‍ू३ 7 मो 


(३ श्रि,+-३ त्रि, +मो ) 


शब्दावली 


2409]60७४। 2570068 
किताण्धाणठ . 
53877093/28 
2#/प्र08 

7१० ७। ८] 
3747070 ०072)७ 
2 त्रषाठछ 
5]0770च्या786 
आ[णः०श्ाए्रवालोए 
#7लाट ण/णो8 
2788 

8 प्रदाता 87088 
2जच8 

छिद्योव 

उद्यी050 

उिक्ा' 

59888 

छि8छ७०ण 
जविवरएतठााएपे 
80870 

उलजाठा 

30णो 

उिपर््छा, 


आसन्न कोण 
सल्नग्न 
एकान्तर 
अवलम्ब 
कोण 

दक्षिण रेखा 
कई एक 
उपनीत 
लगभग 

श्रूव रेखा, उत्तर रेखा 
क्षेत्रफल 
परस्पर लम्ब 
अक्ष 

गेंद 

गुब्बा रा 

छुड़ 

आधार 
समद्निभाग करना, श्रन्रियाना 
श्यामपट्ट 
तख्ता 

तली, पेंदी 
कटोरा, नाँद 
बाल्गी 


१8० 


(87 
(व०5ल।ए 
(588 
(8ए7ए 
(*७एराआरांछा' 
(७7०४) ॥78 
(७7१8 
(७४705 
(ठण्ठ 
(70068 
(770पोवा' 
(7०प777-(७४/॥१७ 
(ए72प्रए७८'8708 
(27०प्रा7एडाप060 
(06०7 
(॥र्शश 
(27. 
(7एग्राए07 ((0 790०3) 
(2०0777707 (0 व) 
(्माग़ठाय 86छा07) 
(/07755889 

'- ६0705फ7७8 
(70700प्राफथाआ 
(2070॥007 
(06 
(:०ाव्ापढा३। 
(णाएण्वो 


[ ठोस ज्यामिति 


टोपी 

समाई 

द्शा 

छिद्रि 

सेन्टीमीटर 

केन्द्रीय रेखा 

क्रेन्द्र 

केन्द्रव 

जीवा 

चृष्त 

बतुल, इच्तीय 
परिकेन्द्र 

परिधि 

परिगत, परिलिखित 
समरैखिक 

द्ौज 

से० भी; सेमी ० 4 पैंस 
युगल, भाभी, उभयनिष्ठ 
साव॑ 

युगल काट 

परकार 

नतोदर 

बिन्दुगामी 

शत 

शकु 

सर्वाँगसभ 

शक्तीय, शक्ताकार 


शब्बावली ) 


(एंव 
("णां9ए०ं 
(70०7४७788 
(70778788!ए 
(0प्रफ्छ्ड 
(70976 
(0788[7000770 
(70980वाा 
(0४76 
(7एॉंडावथा 
(706077770078 
(7088-88०07 
(/ए०७ (70४87) 
(2७०७ (500) 
(पँ00 

(प्र'ए8 

(पफ्छ्ते 
(ए0997 
(ए)प्रवा॥0व] 
छाठ्पणावों 
िंबागछांवा' 
जिशल्िश्णा 
[20०697व8 2709)8 
जिशालशाभणा 
िशा9708 
700962व7609707 
छऊृठ्फ़ 


६ ढ़ । 


अचल 
सम्पक, स्पश 
विल्ञोम 
विल्ञोमतः 
उन्नतोदर 
समतलस्थ 
संगत 

ब्युज्या 
कोज्या 
कोस्पज्या 
बिन्दुगामी 
अनुप्रस्थ काट 
घन 

घनज 
आयतज 

बक्र 

व्क्र 

बेलन 
बेलनीय, बेलनाकार 
विकर्ण 

व्यास 

सिन्न, विभिन्न 
द्वितल कोण 

विस्तार 

दूरी 


* द्वादशफलक 


खींचना 


एणु)स्‍००ॉं७ 
चित) 
(27. 8५४ ॥| 

जिवंत्& 

पिितं 

छठप/रलंवा07 
िप्रपातीर॑वर्णा 
म्रवपौतवांढ/ठी पंततीछ8 
मितर्णां ए्वा छा 
अडए0७[2707 
फकिटाह7707 कैमतो8 
थिड्ाछाएठी 
झराएछापराए 

#808 

7ठपा7७ 

(8/67/- 

डहछते गाते 

सडछते ए00ंआ 
[007 

#009| (र्ण 86 9चाफ्शान 
कंटयौवा) 

एछठापत 

एठ्ख्प्रपोव 
छल्व्लाणा 
ककफ्शापाय। 
(<870875776 4॥7986 
(जरउश्‌दांठा 


[ छोस ज्यासिति 


वर्गित 
पृथ्वी 
मिद्ट 
कोर 
सिरा 
प्रतिशा 
समदूरस्थ 
समत्रिभुज 
ठुल्य 
अपवाद 
बहिष्कोण 
बाह्य 
छोर, सिरा 
फलक 
आकृति 
परिमसित 
ब्रद्ध सिरा 
अचल बिन्दु, स्थिर बिन्दु 
फ्श 


पादबिन्दु ( लम्ब का ) 
रूप 

सूत्र 

भिन्न 

छिन्न 

जनक रेखा 

जनन 


शब्दाचकी | 


(ाए870 

(आछवा 070७ 
(आ०णगावदे .०ए७) 
(>प्रपे8 

पशतात 
मिरश्याशु)॥७7/8 
मिछ्डठठु0) 
लरणएफ्न 
पिणाबरण्यांवो 
प्ए00७7५४७ 
॥0080760707 
4067#768 
वेश्मांवठगीए 8वणे 
शरातद्ा)७ 
प्रग008870]6 
छाजाश०0 
िव&७रटोए 
पिएआछ 
जिड्ठात80 
(छष्ठा36 
ग्रा०/०७ए 
माधव 
फर्नछ्ात00 तग्षोौ७ 
तरा67880॑ 
ग्राए.88०ग्राप 
स्‍8080868 रंठपत्रौ७ 
4णणपद् ॥76 


८३ 


दिया हुआ, न्यस्त 
वहत वृत्त 

भूमि तल 

प्रदर्शक 

ऊँचाई 

अधंगोला 

घट्भुज 

खोखला 

ज्ञेतिज 

कर्ण 

विंशतिफलक 
एकागी, अभिन्न 
सर्वांगसम 

कल्पना करो 
असम्भव 

भुका हुआ. आनत 
निरवधि, अनन्तत३ 
अनन्त 
अन्तलिंखित 

के अन्दर 
अन्तःखण्ड 
आनन्‍्तरिक 
अन्त+कोण 
काटना, छेंदना 


छेंदक 
समद्वि-तिभुज 
सयोजर्क रेखा 


हागत 

[6978 8पार्षत08 

[,ठतपव७ 

ठाछा' 

[+76 

[ंप्र6 ए[ 77[87880क्‍07 

[प्र [| 88७एी०ा 

[॥786 07986 ता'छवोछ४ा 
8008 

[02पर5 

थतहां 

४७०४ 

॥(68809'8 

४७७ 

४७ंत] 

शावता& ७० 

॥ 0 04/ 70 

ीप्रापापाणल 

॥ 0५8 

40एा7५5 

्िपांपवो 

[पांणवी५ए 

पिछला! 

पिछकाछा' 

पिछ७वएछहां 

स्‍७०85857ए 

07-2णीशछ७वए 


[ ठोस ज्यासिति 


प्रकार 
मभुजा तल 
अक्षाश 
पिछला 
रेखा 
कटान रेखा 
कठान गेखा 


महत्तम ढाल रेखा 
निधि, बिन्दुपथ 
म्स्नूल 
मध्यमान 

साप, नाय 
मिलना 

धातु 

मध्य बिन्दु 
मिल्लीमीयर 
लघुत्तम 

मि० मी; मिमी ० 
गत्तिशील 
पारस्परिक 
परस्पर 

समीप 

समीपतर 
समीपतम 
आवश्यक 
विषसरैखिक 


शब्दावली | 


07-007कादा' 
प070-7०7880०॥7006 
ठागाठा 
(24०७ 
(798७/ए८07 
(>5४8०ए87 
()2जव7697079 
()07०था8 
(2७॥7०-ए०७7रॉए७ 
(2प्र्घ06 
श्ग्पोः 
2888 
श्तछ 
एवः०ी6] 
एच्टी9०05759 
एकल ०0००]960 
ए७08] 74706 
ए७०पाएशेछ' 
शएछाएथावाण्पेदा' 
7]57७6 
शिणपां 
एणऐेएकचण7 
एणएकचणावदी 
एणए#०व७३) ००98 
फगेए्एल्वफ0० 
908877]8 
शिपछात 


पर 


विषमतलस्थ 
अलछेदक 
अभिलम्ब 
तियंक 
अवलोकन 
दर्शक 
अष्टफलक 
सम्मुख 
लाम्बिक केन्द्र 
के बाहर 
जोड़ा, युग्म 
गुज्ञरना, होकर जाना 
प्थ 
समानान्तर 
समानाश्ुज 
समानाफलक 
पदिक त्रिशुज 
परिमिति 

लम्ब 

समतल 

बिन्दु 

बहुभुज 

बहुभुजी, बहुपहला 
बहुतल कोण 
बहुफलक 

सम्भव 

समकोर 
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एलाछ70ं0 
एलंडाओणंपेठ) 

(5॥ (०) ७) (-3४/॥ 
ए7000908 
[7०0ए0०७0 
एए08०००७ 
27०0007 
9#7०-7०४णाव 
?27070भाए07 
एएावागांते 
एचठग्रातेवी 
(2एठवेलनौवाशाठो (7077) 
(2050परीगंधठों (80]) 
(>प्रद्भाग॑ए 
रिपवेिप8 

रिता0 

२७णएणचा0वी6 
रिछटागातरपौवा' 
रि8जा7ए68) 
रि०प्रणेथा' 
रिए[07886गं 
२७४७ए०॥ 
रि8श262ए2ए 
_०एणेपां।00 
सता 

सदा ठगठी&8 
5०8े०76 प्रप्वादोछ 


[ ठोस ज्यासिति 


समकोरज 
समकोरजी 
निर्मय, प्रश्न 
बढ़ाना 
विस्तृत 
विक्षेप 
अनुपात 
अंचुपाती 
साध्य 
हरम 
हरमीय 
चतुर्भुज 
चतुभुजी, चौपहला 
परिमाण 
त्रिज्या 
निष्पत्ति 
आयत 
आयताकार 
सरल रेखात्समक 
सम 
निरूपण करना 
हौज़ 
ऊमश: 
परिक्रमण, परिक्रमा 
लाम्बिक 
समकोश 
विभम त्रिथुज 


शब्दावल्ली ] 


89047 (079) 
86087 (7870) 
980700 

56८07 

56०776 77 
5७0तरा767 वो ०व[0 
506४ 

शिप8 (र्ण 8 एव्टवो6) 
908 (र्ण 30 8तृ८व१०४) 
छ9व48र्न808 

जिधीवा' 

9068 

शिपिवां8्द 

जिप्रिवाणा 

5िपछा 

छक्का 

50708 

छिणवी ०7०७ 

5णात 

590०4 ० २७ए0प्रॉ07 
90408 

87800 दावएांए 
577७78 

छजा०००वे 
5ए्ाथाठंत 
छ्ानाउवेगे 
छणणॉनिल्प&ा 


१८६७ 


छेदक 
व्युकोज्या 
काट, परिच्छेंद 
त्रिज्यज 
खण्ड, अपधा 
खरडी टोपी 
न्यूनतम, सब से छीथ 
भुजा 
पक्ष 
भुजा फलक 
समरूप 
ज्या 
स्थित 
स्थिति 
कुटिलि 
त्तिरछा 
ढ्ल 
लघु वृत्त 
ठोस 
परिक्रम ठोस 
अवकाश 
विशिष्ट घनत्व 
गोला 
गोलीय, गोलाकार 


उपगोल 
उपगीलीय, उपगोलाकार 
तलमापक 


श्ण्८ 


50००६ 

जिपरीीणलााां 

छ्प् 
5पणए०्यालांवापए 
5प]07088 

5प्र्धत06 
5ए््रग्राथ्ोषएदीए ऊैवणवी 
5ए77677"ए 
छ9एश877 

पएठ750986४ (४78) 
पब्यप्र०7 ("7०0) 
ए्ावोी।80त07 
पए्‌ृ॥७०शए 
प्‌एएठ0णठ0 

०9 

एठाफएपे 2076 
[ठ0ण्णा 
7त7879878वो 
एफ्बएचड्रापाए 
7७7०0 

ं57४06 
एशवग्गवरपोवा' 
एफ्०पाचों 37908 
पजाओएवांड 
पुंखछछटां 

पएणुण० ए (एवाएशथ' 
७०0 ए (789005४7 


[ बोस ज्यासिति 


बे 

पर्याप्त 

योग, जोड़ 
ऋजुपूरक 

मान लो 

तल; एृष्ठ 
विम्रुखी सम 
सममिति 

समूह; पद्धति 
स्पर्श 

स्प्ज्या 
चतु॒ष्फलक 

प्रमेय 

में से, के मध्येन 
चोटी, सिर 
ऊष्ण कटिबन्ध 
छूना, स्पश करना 
तियंक 
समलम्बभुज 
खाई 

त्रिथुज, जिकोण 
त्रि.्चुजी, तिपहला 
चिंतल कोण 
घनित 
समत्रिभाग़ करना 
कके रेखा 

मकर रेखा 


माकारवी! है श्य३ 


गए्ञात्तांग्ते विच्छिल 
प्रचणा गुम्बन 
पए७ल०्ड शीर्ष 
प्र्तांणों ' ऊर्ष 
पएृछणां०णगीए 0770भांछ 

7, 0 सम्मुख शीर्ष कोश 
एल्‍8726 द्श्य 
प्रग्ेणआ७० चनफल, आवतन 
ज़05७6 फन्नी, टंक 
जलवा भार 

४009 8पर्ण३०७ पूर्ण तल 
दणा० कटिबन्ध 


“० पुद्धग...ए८० बी० वर्म्मा, शारदा प्रेस, नवा-कटरा--अकश । 
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